Mouvements dans le champ de pesanteur terrestre

| Un saut supersonique
I.LA- Champ de pesanteur créé par la Terre immobile

.LA.1) Théoréme de Gauss

Le flux du champ gravitationnel a travers une surface fermée (S), délimitant le volume (V), est
égale a la masse m;,,; intérieure a cette surface; multiplié par la constante —4nG. M pint de (S).

7(M) : dﬁ = —AnrGMinséricure a (Ss) = —4WQM/ pdt
V)

(S)

.LA.2)
G (M) =7 (r,60,0)
e Symétrie : La Terre étant uniformément répartie en volume ; toute direction radiale O, €, passant
par M est un axe de symétrie de la distribution de masse.

G(M)=g(r,0,0)¢,

e Invariance : La distribution de masse est invariante par rotation de 6 autour de ?g; et par rotation
de ¢ autour de ’axe des poles; g(M) est, donc, indépendant de 6 et de .

J(M)=yg(r)e,
e Expression de ¢ (M) :
# ) 7(M) ) d? = —4mGMintérieure & (S)
(s

On choisit comme surface (5), une sphere de centre O et de rayon r = OM : d? = dSe,

GO -dS =) g(r)ds
(S) (S)

g(r) est le méme en tout point M de (S) :

F(M)-d8 = g(r) ﬂ dS = g(r)dmr?
(s) (s)

Soit : g G
7(M) = _ﬁmintérieure a (S)?r = _ﬁmintérieure a (S)?
o M intérieur de la Terre : » < Ry
4 My 4 r3
WMintérieure a () = PR = 7 —mr? = MT_3
3 3 3 Ry
SR
3
GMr
T

woddolewshdr//:d1Iy-—g 107 UOISS9SG-— UNWUWIOY)) [RUOTIBN SINOIU0D)



Concours Centrale-Supélec 2017 Epreuve de Physique-chimie 1, Filiere MP

o M extérieur de la Terre : r > Ry

Mintérieure a (S) = My

GMr
?(M) = - 3 ?
,
I.LA.3) ¢g(r) est une fonction continue !
GMr RZ (6,37 x 106)2 24
g(r:RT):gO: = MT_ X9,81:5,97X10 kg

R ~ G %7 76,67 x 107
I.B- Le saut de Felix Baumgartner

[.B.1) Le théoreme de I'énergie cinétique appliqué a Felix Baumgartner,de masse m et soumis a la
seule force de pesanteur m7 lorsque sa vitesse atteint la vitesse du son v, = 340ms~! a I'altitude A, :

1, . v? 3402
imvs—Ongh = wvs =1+/2ghs ou hsz—g:m:5891,95m:5,89k;m

1.B.2)
Il Etats stationnaires d’un neutron dans le champ de pesanteur
IILA- Echelle caractéristique de hauteur

I1.A.1)

VY(Z)‘ E:mgH

e Energie potentielle :

5W(?) = —mge,-dze.,
= —mgdz = —dV(z)
V(z) = mgz ; (V(0)=0) ]
e Le systéme n’est soumis qu’a l’action de son poids qui

est une force conservative : 1’énergie mécanique de la H
particules est, alors, conservée. - - - —>

E(t) = E(t) + mgz(t) ]
Figure 1 - Energie potentielle

IILA.2) Conservation de I’énergie mécanique F de la particule :

E(t) = E({t=0)
E(z(t)) = E(z(t=0)=FE(z=H)
E.(t) +mgz(t) = E(t=0)+mgH = E.(t)=mg(H —z2(t))
T
I1.LA.3)
e Amplitudes z accessibles sont tels que : O < z < H.

o dP.,(z) = adt
La probabilité de présence entre 0 et H est égalea 1 :

/ dPy(z) =1= a/ dt =aT = dPy(z) ==
0 0 T

M. Afekir (cpgeafek@gmail.com) 2 Page 2 /12

woddolewshdr//:d1Iy-—g 107 UOISS9SG-— UNWUWIOY)) [RUOTIBN SINOIU0D)



Concours Centrale-Supélec 2017 Epreuve de Physique-chimie 1, Filiere MP

T : temps que met la particule pour aller de z = H a z = 0. La RFD appliquée a la particule donne :

d?z 1, ‘D(Z)
Moy =-mg = z(t) = —§gt +H 18
164
2(t=T)=0 T = =—; soit : 143
124
dt d o
g g g z 5.
d = L2 %9
Pal@) = g =30 &" = 30 Jagim 2 63
= dP4(2) dz D(z)  dz . J
z = _—_— J
< o /H(H —2) N2 ? , , , : ¢/H
densité de probabilité 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

e D(z) est d’autant plus importante quand z tens vers H !

h2 1/3
fo= (2gm2>

De la relation p = hik, on en déduit que 5 s’exprime en /-cngS_

Figure 2 - Densité de probabilité
1.A.4)

2

4.,-2

s 3
— _— =m
ms1kg?

. s 3 . kg*m
la quantité ¢, s’exprime, alors, en

¢, est en metre : c’est une distance caractéristique.

IILA.5) Le quantum d’énergie potentielle de pesanteur :

mh2g? 1/3
g =mgly = ( 5 )

II.LA.6) Application numérique

1,052 x 1068 1/3
6, = y 297 X — 5,86 um
2% 9,81 x 1,672 x 1054

gg = 9,6x107%J=6,00x 10" eV

[ILA.7) On pourra penser a considérer le neutron ultra-froid car ¢, est dans l'ordre de grandeur de
I’énergie d’'un tel type de neutron!

II.B- Approche semi-classique

S = fpz(z)dz =nh n € N*

EC:@ =mg(H —2) = p.(2) =3xmy29(H — 2z) = £m+/2gH 1—%
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p(2)4
my/2gH 1 P=(2)
g
O i
—my/2gH —p(2)

Figure 3 - Régle de quantification de Bohr-Sommerfeld

H / z 0 z
S = dz = 20H /1 — —dz — 20H /1 — —d
}Igpz(z)z /0 mn/2g HZ /Hm g HZ

H 1
- Qm\/QQH/ 1 %dz - 2mH\/29H/ V1= XdX
0 0

2 1oy
= —2mH\/2gH [(1—X)3/2] = smH\/2gH
0

Soit :

nh—émH \/2gH, ou H, = b e

Les niveaux d’énergie F, sont tels que :

3\ L.
II.C- Détermination des états stationnaires par résolution de I’équation de Schrédinger
>
V(z) = { mgz pour z >0
400 pour z<0

[.C.1) Un état stationnaire est un état pour lequel la densité de probabilité de présence |¢|? est
indépendante du temps ¢.

I.C.2) Equation de Schrédinger stationnaire pour z > 0 :

h2
LAY VY = By
2m
h? d®p(z)
BTN mgae(z) = Be(2)
n2 d?o(2)
—m e +mglyCp(z) = eeggp(2)
n d?o(2)
o dPe(z)

————~ =1, Soit :
2m2gl3
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I1.C.3)

(2) = 0 pour z <0
v = non nulle pour z >0

e par continuité de ¢(z = ¢,{) en z =0 (et, donc, en { =0) :

©(C=0)=0 Condition (1) aux limites

“+o0o +oo
e la condition de normalization de v définit par / [WPdz =1 =1, / lo(¢)2d¢, exige que :
0 0

¢(¢ = o0) = 0 Condition (2) aux limites

11.C.4) 5 B
on(2) =NAI(C—e,) ; e1=— et g9 = —2

€g €g
PC=0)=0 = Ai(-&,)=0

—&1 = —2, 34

Condition (1) aux limites: ¢((=0)=0 = Ai(—¢,) =0 <
—&9 = —4, 09

Sojent - By =2,34xe,=2,34x9,6x 32 =225x1073 J
' Ey=4,09x g, =4,09 x 9,6x 732 =3,93 x 1073 J

D’apres la Question II.B- :

3 \2? 3% 6,62 x 1034 2/3
E, = =1,67 x 9,81 ’ =271 x 1073t J
L= (4m\/_29> ARk (4 X 1,67 x 10-27 x /2 x 0,81 9,81> R

By = 22 xFE =4,30x10"°%J

o approche semi-classique
Ei =1,20 x E

o approche semi-classique
Ey =1,09 x E2

[I.C.5) Densités de probabilités
lonll® = N (Ai(¢ - en))”

Hlerll? ‘

g2 o2

|12
N2 N2
0.251 0.25 |
0.2 0.2
0.15 | 0.15 |
0.1 0.1
0.05 | 0.05 |
¢ | ¢
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 6 7

Figure 4 — Allures des densités de probabilités ||¢1]|? et ||z ||?

II.D- Spectroscopie résonante gravitationnelle
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II.D.1) Niveaux d’énergie dans le guide a neutrons

Et
Y1z, t,z) = pr(z) exp <—27> exp (i (kz — wt))
a)
o Le facteur exp (i (kz — wt)) décrit la propagation progressive dans le sens des x croissants!

o L'équation de Schrédinger dépendante du temps :

2
MW - —:—mA@bI(z,t,x) V(2 )1 (2, 7)
L OYr(z,t, ) B2 (0% (2, t,x)  0%pr(z,t,7)
h—" = —— ¢
! ot 2m Ox? * 022 +mgzpi (2., 2)
, Et h? 1 d*or(z) 2
ih <_Z?> wf('% i, .T) = _% (QOI(Z) W —k ) wf(za t, Jj) + mgm/ﬁ(% t, .T)
Soit ¢(z) solution de I’équation :
n? d%pr(z h2k?
gt mazen(s) = (B i) = Brer(s)
h2k?
Le niveau d’énergie associée E; = E — S

b) En absence de pesanteur V(z) = 0; I’équation de Schrodinger s’écrit :

R? d%pr(2) d>o1(z)  2mE;
Tom d22 Erei(z)  ou dz? * h? #1(2) =0
2mE 2k>
Solution : on pose o? = % et on suppose que FE > o c’est a dire E; > 0.
m
pr(z) = Acosaz 4+ Bsinaz ; A et B deux constantes non tous nulles

Conditions aux limites :
o pr(z=0)=0 = A=0
o pr(z=H)=0 = Bsin(aH)=0 << aH=nr, neN*

Le spectre d’énergie correspond, donc, a celui d’un puits de potentiel infini de largeur H. Les valeurs
d’énergie accessible :

A

n2n2h?
Exon

n= oy n € N*

h2k?
SiE < o (c'est a dire Er < 0), I'équation s'écrit :
m

d?pr(2 —2mkE
%() — 524,0[(7:) =0 avec 52 — TI >0
La solution s'écrit : pr(z) = Ccoshaz + Dsinhaz ; C et D deux constantes non tous nulles

Conditions aux limites :
o pr(z=0=0 = C=0
o pi(z=H)=0 = Dsinh(eaH)=0 <& D=0

C . . ; h2k?
Absurde ! ce qui justifie I'hypothése précédente faite sur le signe de Ey (c’est a dire E > 5
m

).
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c) Pour H </, :

H
Loge, = alog <£—> + 3 , a: lapente del’asymptote dans la limite H </,
g

Soient : fogl0® = aloglo~!+ 8
3-1
logl0! = alogl)® +3 = B=1 et a= —1 =-2
d) Cas d’'un neutron
D’apres la Question I1.A.6) : {, = 5,86um
. H 255
D’apres le Document4 : H = 255uym = — = =4,35>1
ly 5,86
[1.D.2) Absorption sélective des neutrons dans le guide
a) La relation fondamental de la dynamique appliquée a un neutron :
mn7 = mn?
projection suivant Oz : v, = 0 = v, = constante = v,(t = 0)
x(t) = vt +x,
projection suivant Oz : v, = —mg
1
2(t) = —igtz—an
L'origine des temps utilisé : z(t = 0) = z, et z(t = 0) = H, Z 4 L,
(Cf. Figure ci-contre) 70
Hy,
L, = x9—x, telsque z(r1) =0 alinstant ¢
2H, ‘ 95
() = 0 & = To  x1 2o i
g to=0 1t ty=2t
L, 2H,
ta = 2t et vy = Ty = Ly =2t1v, = 20, P Figure 5 - Rebonds d’un neutron

dans un guide

b) D’apres le Document 4 : H = 25,5 um
Soient: Hi<H , Hy<H et H3> H

Conclusion : Seules H; et H, sont accessibles; par conséquent les énergies des neutrons susceptibles
de traverser le guide sont :

g1 =mgH; =1,67 x 10727 x 9,81 x 13,4 x 1076 =2,20 x 1073 J
g9 =mgHy =1,67 x 10727 x 9,81 x 24,0 x 1076 = 3,93 x 1073 J

c) Effet Tunnel

L’effet Tunnel en mécanique quantique est le fait qu’une particule puisse franchir une barriére de
potentielle méme si son énergie reste inférieur a la hauteur de cette barriere.
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d) Application numérique

H — H; 8/2 25,5 —13,4 3/2 _3
[ ~ -2 —— = 2| ——— =2 1
1 2 exp ( < 7 > exp 585 ,65 x 10

e) Entre deux rebonds successives p et p+1, la probabilité d’absorption est 7;. P, est la probabilité
gu’'un neutron n’ait pas été absorbé apres p rebonds, soit :

1—T1 :Pp+1:Pp_1:Pp_1: :&
N——" Pp Pp Pp,Q P1
probabilité de
non absorption

ou :

Py

P, est la probabilité qu’un neutron n’ait pas été absorbé apres un seul rebond. (H,, correspondant est
telle que H, < H = P; =1). Soit :

Pp+1 _ (1 _ Tl)erl

P,=(1-T)"

f) Apres avoir parcouru une distance x, un neutron rebondit n = I fois. La probabilité :
1

T
T x x
Pa)y=1-T) ~1- =11 =1- =
(z) = ( 1) 7, 1 D,
L 2 2H
D, = it R A i est un longueur caractéristique d’absorption.
n T g
le développement limité au voisinage de 0 a I’ordre 1 du type :
1-X)~1-aX ; X<1
9)
o LQ 2’U$ 2H2 D2 o T1 HQ

D = = = =
2 T2 T2 g Dl T2 Hl

Application numérique :

H - Hy 3/2 95,5 — 24,0 3/2 \
Ty ~ 2 —= = o (ST = 771,81 x 10~
2 exp< (7)) = - |
Dy 2,65 24,0 »
D, ~ stV 13 H60x107 = Di=8l1LT5em

Document 4 : D =150cm
Dy<D e Di>D

Conclusion : Seules les neutrons d’énergie € sont transmis par le guide. Le guide se comporte comme
un "filtre" sélectif au terme de 1'énergie des neutrons!!

Q Le calcul direct de D; est donnée par |'expression :

Dy

L 2v, [2H 2 2% 13,4 x 10-6
. 2, [2H; ><6,50\/><3, X107 10 caom

T T\ g " 265x10°3 9,81
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I1.D.3) Mesure de l'intensité du champ de pesanteur

a)
e R/ est en translation non uniforme par rapport au repére terrestre Galiléen; R’ n’est, donc, pas
Galiléen.
’: : 7 . _ _> _ _>
e la force d’inertie d’entrainement f,, = —md ;. = —ma(t)e .

Wie = —ma(t) €, - dze . = —ma(t)dz = —dVie(z, 1)
Vie(z,t) =ma(t)z ou Vir(z,t) =m(g+a(t))z

b) On cherche une solution de I’équation de Schrodinger sous la forme suivante :

eri(e.0) =eaep (=150 ) e1(0) + e s (<2 ) oalo

Avec :
01(2) = NAi(C—2,34) et i1(z) = NAi(( —5,52)
L'équation de Schrodinger vérifiée par vy (z,t) :

v (zt) W Pr(zt)

+mlg + a(t)]z¥rr(z,t)  (ES)

ot 2m 022
_OYri(z,t) L [de(t) Ent de_3(t) Lt
ZfLT = ih o v1(2) exp —i—- + I v3(2) exp —i—
Eqt  FEst
b B aOprex (it ) + B s(Opa() e (i7" )
Eqt Est
g +aOvn(z.0) = mly+a)z |ca@ew (<150) 010 + e sOew (-2 ) eala)]
R? 0%r1(z,t) R? d?p1(2) Eqt R? d?ps(z) Est
A s ok A ¢ I S R t B Sl
2m 022 2m  dz? g_l()exp< ! h) 2m  dz? g_3()exp< ! h>
2 d?pi(z
TN | g () = Bran(2)
2m  dz
Avec
R? d%p3(2)
o da2 + mgzps(z) = E3p3(2)
Apres simplifications, 1’équation (ES) s’écrit :
L [de_q (1) Eqt dc_3(t) Est B Eqt
ih p v1(2) exp <—ZT + o v3(2) exp —i— = ma(t)zc_,(t) exp —i—- v1(2)

+ ma(t)ze_s(t)exp (—%) o5(2)

pour faire apparaitre les coefficients Z;;, Z;3 et Zs3; on multiplie les deux membres de 1’égalité de
I’équation précédente a la fois par ¢;(z) et par ¢s3(z) puis on integre par rapport a z sur l'intervalle
[0, +o0f :
+x multiplication par ¢; suivie d’une intégration :
¢ Le premier terme de 1’égalité

| de_y(t) Eit\ [T, de_5(t) Est [t
ih T <—ZT /0 v1(2)dz + o P |~ /0 ©1(2)p3(2)dz
—_

1 0
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¢ Le second terme de 1'égalité

ma(t)e_y (£) exp (—%) / " LR )z tmat)e_y (1) exp (—%) / e (s
o T

Z11 Z13

— ma(t) exp (—z%) [gl(t)Zn +e_g(f) exp (—z%) 213}

o L'égalité des deux terme donne :

d§71 (t)
dt

ih = ma(t) [c_1(t)Z11 + c_5(t) exp (—iQrt) Z13)

+ multiplication par @3 suivie d’une intégration :

¢ Le premier terme de 1’égalité

o | de_s(t) B3t [T, de_(t) DA
ih T <—ZT /0 w3(2)dz + o P |~ /0 ©1(2)p3(2)dz
—_—

1 0
hd§73(t) iE3t

= X _

T
¢ Le second terme de 1'égalité
Est\ [T Ept\ [T
ma(t)c_s(t) exp <—ZT3> / 2p3(2)dz +ma(t)c_,(t) exp <—le> / z2p1(2)ps3(2)dz
0 0
—_—
Z33 ZlB

—ma(yexp (20 ) [e 5020+ s e (< 50) 2

o L'égalité des deux terme donne :

d§73(t)
dt

ih = ma(t) [c_3(t) Z33 + ¢ (t) exp (ipt) Z13]
c¢) Conditions initiales ¢ (t=0)=1etc 3t =0=0)

Eqt
orr(z,t =0) = exp <_ZTI> ©v1(2)

Le neutron se trouve dans ’état d’énergie E; qui correspond au seul état transmis par le guide. (Cf. la
question g) de la section I1.D.2) )

d)
d t — = = -
ih g_;( ) =0 = ¢ 4(t)=constante=c_;(t=0)=1
a(t) =0
d t — = = -
ih = ?2( ) =0 = ¢ _3(t) =constante =c_5(t=0)=0

Le résultat peut étre interpréter par le fait que le neutron ne quitte pas son état initiale d’énergie F;.
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e) a(t) =a,cosQt

e pour () #p megar; a, constant

. . . . 1007
» L'état d’énergie F; est maintenu pendant O
R
» L'état d’énergie E3 apparait et disparait périodiquement a un période qui diminue quand {2
augmente!

, avec |c_4|? qui diminue quand Q augmente!

e pour ) = Qp; a, variable
» Les deux états d’énergies F; et E3 peuvent ceexister ( avec méme a des instants |c_|? =
lc_5*=0,5).
- quand |c_,|? est maximal, on a le seul état d’énergie F !
- quand [c_; 2 est maximal, on a le seul état d’énergie F3!

» Le nombre d’états augmente avec a, !

pour 2 = Qg, les |c_,|? atteignent leur valeurs maximale (= 1) pendant des instants qui augmentent avec

a, : la réponse sera, donc, maximale; on peut parler de la résonance!

1)

g) Fréquence de résonance frp =464 Hz

QR b3 — E E3 — Ey

frR = or  o2xh h
1/3
€3 — €1 €3 — €1 & L
B3 =e3e, €t By =c16, = fr = =~ mgly = Mg <ng2>
_ e (BN,
N h 2
5 5 3/2
= 9=\ —5 !
mh? (83 - €1>
5 464 x 6,62 x 10734\ /2
=5,52 et =234 = = :
€3 , et 1 ) 9 \/1,67 x 10727 x 1,052 x 1068 < 9,92 — 2,34 >

= 9,89442904 ms >

3 A

Afp=1,0Hz et Ag = 59% = 0,031986303 m8_2
R

Soit :
g=1(9,89 £ 0,03) ms >

h)  Soit z(t) le déplacement du miroir (M) :

2
dstgt) = a(t) = a,cos Qt
= z(t) = —% cos (Ut + 2,

A la fréquence de résonance 2 = Qp = 27 fg, 'amplitude de variation de z(t) est :

_ G0 Qo _ 6,10 0.7
0% @rfr)? (2x314x4ea O CHT

Ar

i) En utilisant la relation entre largeur spectrale Aw et durée At : Aw - At = 27

27 1 .
At ~ Ao~ Af avec Af=x60Hz (Cf.Figure?9)
1
= — ) 2
0 0,02 s
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D’apres le Document 4, la durée est estimée a : At, =

ﬁ At, et At sont comparables a 85% prés!

d 20,0
vy 6,50

~ 0,03 s
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