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ECOLE POLYTECHNIQUE
ECcOLES NORMALES SUPERIEURES

EPREUVE DE PHYSIQUE-(XULCR)

Faisceaux gaussiens et pinces optiques

Notations, formulaire et données numériques.

e La grandeur complexe X (t), associée a la grandeur réelle X (t) = Re(X(¢)), harmonique de pulsation
w, est notée :

X(t) = Xeap(—iwt) (1)

ot X pourra dépendre de la pulsation.
On notera la fonction exponentielle indifféremment : exp(x) ou e”.

Pour un champ X(?, t) de I'espace et du temps, la représentation complexe est notée :
X(7,t) = X (P )eap(—iwt) (2)

ol X(?) pourra dépendre de la pulsation. Nous ne ferons pas de distinction dans l'appellation
d’une fonction entre X(?, t) et X(?) pour alléger les notations. Les arguments de la représentation
complexe d’'un champ permettront de préciser les dépendances dans les variables en fonction de la
situation considérée.

Pour une onde plane progressive monochromatique, on écrira 2(7, t) = XO exp [z (? - wt)] , Ol

%
k est le vecteur de 'onde et 7 le vecteur position.

e Définition : Dans le contexte du probléme, on admettra qu'une fonction F(z,z) pourra toujours se
décomposer de la maniére suivante :

+oo a " +oo
F(z,2) :/ F(a,z) exp(z’a:(:);i—ﬂ et Fla,z) = / F(z,z)exp(iax)dx , «€R. (3)

—0o0 — 00

Remarque 1 : les fonctions F(z,z) et F(a,z) seront toujours définies dans des conditions
qui permettent la convergence de l’intégrale. On ne se préoccupera aucunement de la
convergence des intégrales dans le probléme.

Remarque 2 : Il sera toujours permis de permuter les opérations de dérivée par rapport
a r ou z et les opérations d’intégration. Par exemple, on pourra écrire :

0 T 9 ~ . Jda
gF(as7 2) :/_Oo aF(a,z) exp(zam)g

e Propriété 1 : On a la propriété suivante :

~ +oo ~
Ve, Fla,z) = / F(z,z)exp(iax)dr, ac€R=0 & F(z,t)=0. (4)

—0o0
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2
e Propriété 2 : Pour une fonction gaussienne F(z) = F, exp [VVQ]’ on a:
o
~ _W2 2
Fla) = Fvymesp (=2 ) 9

Constante de PLANCK: h = 6,6 x 10734Js = 4,1 x 10~ %eVs
Constante de BOLTZMANN : kg = 1,4 x 10723JK~!

Célérité de la lumiére dans le vide : ¢ = 3,0 x 108ms™!

e Permittivité diélectrique du vide : &, = 8,9 x 10~ 2Fm ™!

Charge élémentaire : e = 1,6 x 1071°C

Masse de I'électron : me = 9,1 x 1073 kg

Faisceaux gaussiens et pinces optiques

Dans ce sujet nous nous intéressons al’utilisation de la lumiére pour piéger de petits objets (une nanobille
dans 'exemple développé a la fin du probléme). Il s’agit du principe de la pince optique (en anglais optical
tweezers), pour lequel ARTHUR ASHKIN a regu le prix Nobel de Physique en 2018. Le piégeage ne peut se
faire que dans des conditions particuliéres, qui peuvent étre réunies en utilisant un faisceau laser. Le sujet
propose d’abord une description formelle de la propagation de la lumiére, puis la description du mode gaussien
fondamental d’un faisceau laser. Dans les parties suivantes, nous nous concentrons sur l'interaction de la
lumiére avec une nano-bille diélectrique. C’est de cette description que vont apparaitre les forces optiques
mises en jeu dans le piégeage de la nano-bille par le faisceau laser. Les pinces optiques sont aujourd’hui
largement utilisées dans le domaine de la biologie, pour manipuler de maniére non-invasive des bactéries ou
des virus.

I Propagation et décomposition en ondes planes d’un champ électrique

Dans une zone de 'espace, vide de charges et de courants, on considére un champ électromagnétique quel-
conque, décrit de maniére générale par un champ électrique E(M 1) = ﬁ(?, t) et un champ magnétique
§(M ) = B(?,t), ot 7 désigne le vecteur position du point M par rapport a un référentiel galiléen R.
A ce référentiel est associé un repére cartésien (Ozyz), ou ?x, ?y et €, sont les vecteurs unitaires de la
base orthonormale du repére.

On rappelle que les champs électrique et magnétique, E(?, t) et ?(7, t), sont couplés par les équations de
MAXWELL dans le vide :

0B 1 9F
WWE=0 dvB=0 rtolE=-2" 1otB= 2" (6)
ot c? Ot
La propagation du champ électrique (et du champ magnétique) est gouvernée par I’équation de D’ALEMBERT

"z = ")
oll ¢ désigne la célérité de la lumiére.
Pour un champ harmonique (ou monochromatique) de pulsation w, on écrit le champ électrique dans sa
représentation complexe E(?,t) = E(?)exp(fiwt). L’équation de D’ALEMBERT pour E(?,t) se
réduit a 'équation de HELMHOLTZ portant sur la grandeur E(?) :
2

AE(T) -2 E@) =7, (8)

c
Dans la suite et afin de simplifier les calculs, on se limitera al’étude d’une composante cartésienne du

vecteur champ électrique, que 1’on représentera par la grandeur scalaire ﬁ(?, t) selon la direction (Oy) du

repére cartésien (Oxyz). Lorsque la direction de polarisation du champ électrique sera différente de (Oy), il

sera fait explicitement mention de ce changement dans ’énoncé.

On considérera également un champ électrique dont la dépendance spatiale est uniquement selon les coor-

données = et z, comme indiqué par I’expression suivante: E(?, t) = E(z,2,1) ¢, = E(z, 2) exp(—iwt)

Page 3 / 144



EPREUVE DE PHYSIQUE-(XULCR) Concours d’admission 2020

1. En reprenant 'équation de HELMHOLTZ portant sur E(z,z), et en utilisant les formules (3) et (4),
montrer que la fonction E(a, z) vérifie 'équation différentielle suivante :

9% ~ ~
5L, 2) +9°E(a,2) = 0 9)
2
2 _ W 2 A
avec 7¥ = — — «“, 7 pouvant étre complexe.
s c s

2.  Aquelle condition sur «, 7 est-il réel 7 On écrit alors v = 7 avec v > 0. Donner I'expression générale
de E(a, z). Dans quel cas, v est-il imaginaire pur ? On pose alors vy = id avec § > 0. Donner 'expression

générale de E(a, z) dans ce cas.
On admet dans toute la suite du probléme que les conditions aux limites des différentes situ-

ations physiques rencontrées permettront d’écrire : E(a,z) = A(a)exp(iyz). Nous supposerons
également que toutes les intégrales de fonctions sont convergentes.

3. On suppose dans cette question que pour |a| > w/c, A(a) = 0. Le champ électrique E(z, z,t) s’écrit
alors sous la forme intégrale suivante :

+w/e do

E(x,z,t) = exp(—iwt)/ ) Ala) exp[i(am—i—fyz)]% (10)

Interpréter physiquement la décomposition du champ électrique E(x, z,t). On s’attachera en particulier
a donner un sens physique au vecteur Q€.+ v?z et a la grandeur A(a).

4. Proposer une interprétation dans le cas ot 7 est imaginaire pur.

5. Dans le cas oil 7 est réel, montrer que:

o0 )
Ala) = E(x,z=0)e " (11)
—0o0
Dans la suite du probléme, on considérera v réel et les bornes de 'intégrale intervenant dans 1’expression
(10) pourront étre prolongées en —oo et +00.

IT Etude de la limitation transversale d’un faisceau lumineux

Le formalisme présenté et étudié dans la partie précédente est parfaitement adapté a 1’étude d’un faisceau
lumineux ou d’une onde électromagnétique dont I’extension spatiale transversale a la propagation est limitée.
Ce formalisme permet également de décrire les modifications de la structure d’un faisceau ou les phénomeénes
physiques apparaissant lorsqu’une onde électromagnétique rencontre un obstacle au cours de sa propagation.

On considére, dans cette partie, un écran opaque placé dans le plan z = 0 dans lequel une ouverture
rectangulaire (O) a été réalisée. Cette ouverture (O) est de grande dimension dans la direction (Oy), centrée
en z = 0 et de largeur W, dans la direction (Oz). On pourra considérer dans la suite que cette ouverture
est assimilable & une fente infinie selon (Oy) et de largeur WO selon (Oz). L’ouverture (9) est éclairée en
totalité par une onde incidente plane progressive monochromatique d’amplitude FE,, provenant de la région
de l'espace située dans le demi-espace z < 0 (Figure 1) :

E(z,t) = (2, 1)@y = By expli(kiz — wt)] @, (12)
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Figure 1: Onde incidente sur 'ouverture (O).

avec k; = w/c = (2m/)\) € le vecteur d’onde de l'onde incidente. La longueur d’onde utilisée pour onde
incidente est A = 600 nm. La largeur W, de 'ouverture est de quelques micromeétres.

6. Rappeler quel critére quantitatif permet de se placer dans le cadre de I’approximation de Ioptique
géométrique. En raisonnant sur des grandeurs caractéristiques, cette approximation est-elle applicable dans
la situation physique énoncée ci-dessus? Quel phénoméne physique pourrait étre mis en évidence par le
dispositif schématisé sur la Figure 1 7

Dans le demi-espace z > 0, situé en aval de l'ouverture (), le champ électrique en un point M de
coordonnées (z,0, z), noté E(x, z,t), est de méme pulsation w que l'onde incidente. La représentation com-
plexe de ce champ E(x, z,t) peut s’écrire comme une superposition d’ondes planes progressives harmoniques
d’amplitude A(«), conformément al’expression (10). On limite notre étude au plan y = 0 au regard de
I'invariance de 'ouverture (O) par rapport al’axe (Oy).

7. Déterminer 'expression de A(a) en fonction de E,, a et W0,. Représenter graphiquement A(c) en
fonction de a.

8. A partir de I'expression du vecteur d’onde ? d’une onde élémentaire dans le repére (Oxyz) et de la
représentation graphique de A(«), identifier les directions dans lesquelles on observe un extremum de A(«)
et des annulations de A(«). On pourra introduire 'angle 6 défini par tanf = a/v. Etablir la relation entre
sinf, A et W, pour la premiére annulation. Par souci de simplicité, on supposera par la suite que || est
suffisamment petit pour avoir tanf ~ sinf ~ 6.

9. En considérant des rayons lumineux paralléles a I'axe (Oz) et des rayons paralléles entre eux, inclinés
d’un angle quelconque par rapport & ce méme axe, préciser comment une lentille mince convergente transforme
une onde plane incidente dans son plan focal image. En déduire ce que 'on observe avec un capteur optique
dans le plan focal image d’une lentille mince convergente (£) de distance focale image f’, placée aprés
louverture (9).

10. Dans la configuration de la question précédente, déterminer la distance dz entre I'image correspondant
au maximum global et I'image correspondant au premier zéro de A(«), dans le plan focal image de la lentille
(£). Commenter ’évolution de la tache lumineuse de largeur 2Ax située au voisinage du point focal image
de (£) lorsqu’on fait varier la largeur W, de 'ouverture (O). Déterminer la valeur numérique de 2Ax de la
tache lumineuse pour W, = 10 pm et f’ = 200 mm.

IIT Source laser et faisceau gaussien

Dans cette partie, on étudie la propagation dans le sens des z croissants d’un faisceau lumineux issu d’une
source laser. Le champ électrique modélisant ce faisceau est noté BL(% z,t) = Ep(x,2,t)¢,. En raison
du caractére quasi-monochromatique d’une source laser, la dépendance temporelle du champ FL(x, z,t) est
harmonique, de pulsation w. On a donc Ej(z,z,t) = E(x,z)exp(—iwt). Le champ électrique décrivant
I’onde lumineuse est caractérisé dans le plan z = 0 par une répartition gaussienne de son amplitude selon
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l'axe (Oz). On a ainsi :

2
—x
Er(x,z=0) = E,exp [VVOQ] (16)
Le faisceau lumineux décrit par cette répartition d’amplitude de champ électrique posséde une extension
latérale caractéristique W, trés grande devant la longueur d’onde réduite : W, > A/27. Ce faisceau est
invariant par translation selon 'axe (Oy), il a donc la forme d’une nappe laser. Dans la suite de cette partie,
on se placera dans le plan y = 0.

11. A partir des résultats généraux établis dans la partie I, concernant la propagation d’un paquet d’ondes
planes progressives et harmoniques, établir 'expression intégrale de E; (x, z) dans le demi-espace z > 0. En
déduire Pexpression de A(«) dans ce cas. On rappelle que les grandeurs « et v sont reliées a la norme du
vecteur d’onde k de la maniére suivante: k% = 2 + o2

L’expression de A(a) permet d’obtenir, dans 'approximation paraxiale, la dépendance spatiale du champ
électrique décrivant le faisceau. On admettra que 'amplitude du champ électrique E (z,2) se met sous la
forme suivante :

By(e.2) = K)o (0 ) exp (g ) (1)

Les fonctions réelles, W (z) et R(z), et la fonction complexe K (z) ont pour expression :

2 2
. 1
W(z)=Wo[1+ 55  R(z)==z (1 * Z§> K() = Bo2v/me™ E (18)
*R z 2m (l + Z>
2R
W2 kW2

La distance zg = 2 est appelée distance de RAYLEIGH.

A

12. Déterminer l'expression approchée de W(z) dans les limites z < zp et z > zr et tracer la courbe
représentant W en fonction de z. Définir et exprimer I'angle 6 de divergence du faisceau laser. A partir de
cette expression, justifier que ’évolution spatiale du faisceau laser met en évidence un phénomeéne physique
déja rencontré précédemment que ’on rappellera.

13. Donner a une constante multiplicative prés I'expression de intensité I r(z, z) et en déduire que le
faisceau a toujours un profil gaussien dans un plan z = Cste. Tracer la répartition spatiale d’intensité
I(z,z) en z=0¢et z = zR.

14. Dans le cas ot z vérifie conjointement les conditions z > zp et z > |z|, montrer que le terme
exp(ikz)explikx?®/(2R(z))] s'identifie au terme de phase caractéristique d'une onde sphérique, dans le plan
y = 0 (en toute rigueur et au regard de l'invariance suivant (Oy) de la nappe laser, il s’agit d’une onde
cylindrique). Quel est le rayon de courbure des surfaces d’onde pour z > zg 7 Que dire de la surface d’onde
pour z < zp ? Evaluer numériquement zr pour W, = 100um et pour W, = 1 mm.

IV  Moment dipolaire d’un atome et d’une assemblée d’atomes

IV.A. Modéle d’atome : I’électron élastiquement lié

On s’intéresse dans cette partie & un électron dans un atome. Le modéle utilisé date du tout début du
X X°€ siécle, a une époque ou I'électron était identifié comme un corpuscule mais oul les noyaux atomiques
n’avaient pas encore été mis en évidence. L’électron est supposé étre une particule ponctuelle de charge —e,
situé dans une sphére de rayon R,, uniformément chargée positivement en volume et de charge totale 4+e. Le
systéme composé de ’électron associé a la sphére constitue un modéle simplifié d’atome, représenté Figure
2. On considérera que le diamétre 2R, de la sphére a pour valeur typique 2R, = 0,1 nm.
Bien que ce modéle classique puisse sembler al’heure actuelle trés naif, les résultats auxquels il méne se
retrouvent bien dans un traitement quantique de la matiére dans des conditions expérimentales usuelles, que
nous supposerons respectées ici.
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Figure 2: Modéle simplifié d’atome. La partie grisée représente la charge +e délocalisée dans toute la sphére
de rayon R,. L’électron est représenté par une charge —e ponctuelle, de vecteur position 7%

On appelle 7. le vecteur position de I’électron, défini par rapport au centre O de la sphére chargée
positivement, dans le repére cartésien (Oxyz).

15. Montrer que la force électrique ?el exercée sur ’électron peut s’écrire comme une force élastique
linéaire, c’est-a-dire F'y; = —k:el?)e, avec kg la constante de raideur associée. Introduire dans ’expression
de k.; une pulsation caractéristique w, dont on précisera l’expression en fonction des paramétres du modéle
et dont on calculera un ordre de grandeur.

IV.B. Etablissement du moment dipolaire de ’atome
L’atome, décrit par le modéle simplifié présenté précédemment, est éclairé par une onde plane monochro-
matique, représentée par les champs électrique et magnétique suivants, en un point M quelconque de vecteur

— —
position 7 : E(?,t) = E(?)e*i“’t = Eoel(kjfm) et E(?,t) = B(?)e*i“’t = ﬁoel(k'?fwt). La
pulsation w de 'onde appartient & la gamme visible du spectre électromagnétique. On considére que les am-
plitudes E(?) et E(7) de onde électromagnétique peuvent étre considérées comme uniformes a I’échelle
de l'atome. On considére également que le déplacement du noyau soumis a cette onde est négligeable par
rapport & celui de I’électron. Enfin, on suppose que I’électron sollicité par I'onde ne peut atteindre des
vitesses qui nécessiteraient de prendre en compte des effets relativistes.
Lorsque 1'électron est excité par 'onde électromagnétique, celui-ci perd de 1’énergie au cours de son dé-
placement sous forme de rayonnement. Nous modéliserons ces pertes par une force de frottement visqueux
v = —mJ’?e, ol 7 désigne la dérivée par rapport au temps du vecteur position 7. de l'électron. On a
de plus I' < w,.

16. Justifier que les amplitudes E(?) et E(?) peuvent étre effectivement considérées comme uniformes
al’échelle de ’atome.

17. Donner un argument pour justifier que le mouvement du noyau peut étre négligé devant celui de
I’électron.

18. L’influence du champ magnétique de I'onde sur 'électron peut-elle étre négligée ?

19. Etablir I’équation différentielle & laquelle obéit le vecteur position ?e(t) de I'électron.

[\

0. On cherche la solution de cette équation en régime établi (régime sinusoidal forcé) sous la forme
() = 7 oo exp(—iwt). Déterminer I'expression de 7. En déduire Pexpression du moment dipolaire

I =]

at(t) = —eT o(t) associé & 'atome soumis & l'influence de 'onde électromagnétique.

IV.C. Moment dipolaire d’une sphére diélectrique et indice optique

Le modeéle de 'électron élastiquement lié, décrit dans (IV.A), et la modélisation de l'influence dune
onde électromagnétique sur un atome par I'apparition d’'un moment dipolaire (IV.B) permettent de décrire
le phénoméne de polarisation d’'une sphére diélectrique. Le terme diélectrique est synonyme ici d’isolant
électrique.
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On considére maintenant un volume de matiére, constitué de N atomes par unité de volume. On ap-
pelle ?(7,75) le vecteur polarisation représentant la densité volumique de moment dipolaire. On peut
considérer que si I’excitation par un champ électrique est sinusoidale, c¢’est-a-dire E(?,t) = E(?)e_w,
la réponse de la matiére diélectrique est linéaire et la polarisation oscille également a la pulsation w, d’ou
(7,t) = E(?)e‘i"”. L’indice optique n du volume de matiére considéré intervient alors dans le facteur

de proportionnalité entre le champ électrique E(?) et la polarisation E(?) selon la formule suivante :
B(7) = eo(n® — )E(T) (19)

ol E(?) désigne I'amplitude du champ électrique sinusoidal excitateur et E(?) I’amplitude de la réponse
sinusoidale en polarisation au point 7. On précise que l'indice optique n peut dépendre de la pulsation et
peut étre une grandeur complexe.

21. Exprimer E(?, t) en fonction de N et E(t), et en déduire I'expression de n?.

22. Dans le modéle d’atome adopté initialement, montrer que dans le domaine des fréquences optiques
(w comprise entre 2 x 10'° et 5 x 10! rad.s~!) I'indice dépend peu de la pulsation.

On considére une sphére diélectrique d’indice optique n et de rayon a dans le vide, placée en O. Cette
sphére est éclairée par une onde électromagnétique monochromatique incidente, dont 'amplitude du champ
électrique est E,. Le rayon a de la sphére diélectrique est tel que a < A, ol A désigne la longueur d’onde
du champ excitateur E,, de sorte que 'on peut considérer le champ électromagnétique uniforme dans la
sphére. On peut montrer, sous certaines conditions d’approximation respectées ici, que I'amplitude E du
champ électrique monochromatique effectivement ressenti par les atomes dans la sphére est différent de celle
du champ excitateur EO et obéit a la relation :

E=E,- L (20)

3¢,

23. Quel est le moment dipolaire Zat de chaque atome de la sphére en fonction de ﬁo et E ? Donner
alors 'expression de P en fonction de l'indice optique n précédemment déterminé et de E,.

24. En déduire le moment dipolaire E de la sphére en fonction de n, a, €, et de EO.

V Principe d’une pince optique

Le principe général d’une pince optique repose sur le piégeage d’un systéme de petite dimension en utilisant
un faisceau laser. L’équilibre de ce systéme dans le faisceau laser est dépendant des différentes interactions
du systéme avec le faisceau lumineux. Cette partie propose de modéliser les différentes actions exercées par
la lumiére sur le systéme de petite dimension (V.A.et d’analyser le comportement de ce dernier au sein d’un
faisceau lumineux (V.B.
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bille
diélectrique

Faisceau Laser

Figure 3: Principe général d’une pince optique: piégeage d’une bille dans un faisceau lumineux. Les lignes
courbes représentent I’extension spatiale du faisceau lumineux.

On considére donc la situation physique décrite par la Figure 3 ot une nano-bille diélectrique est placée dans
un faisceau laser, dont 1’axe optique est (Oz) et de géométrie cylindrique. Cette bille est de rayon a petit
devant la longueur d’onde A du faisceau. Elle est placée en 7, dans un liquide dont l’indice optique est ng.
Lorsque la bille est éclairée par le faisceau lumineux, elle est assimilable & un moment dipolaire D, (vecteur
réel) proportionnel au champ électrique du faisceau, ﬁ(?b) (vecteur réel) :

Dy = AE(7) (21)

Le comportement diélectrique de la bille dans le faisceau lumineux, c’est-a-dire ’expression du coefficient A
(constante réelle), sera développé dans la partie V.B.

V.A. Forces optiques subies par la bille

Afin de réaliser le piégeage d’une bille dans un faisceau lumineux laser il est nécessaire de modéliser les
interactions lumiére-matiére entre la bille et le faisceau lumineux. La bille, décrite par un dipole Bb, est
soumise a deux forces issues de l'interaction avec le faisceau lumineux : la force radiative de diffusion et

la force de gradient, décrites dans les sous-parties suivantes. On négligera le poids de la bille, ainsi que la
poussée ’ARCHIMEDE exercée par le solvant sur la bille.

V.A.a. Force radiative de diffusion
La puissance lumineuse moyenne émise (diffusée) par le dipdle est donnée par:
473 ens

P =3 ik 2

ol A est la longueur d’onde dans le vide du faisceau lumineux, et Dy est I'amplitude du moment dipolaire
D, : : - .

On rappelle que 'impulsion ?ph portée par un photon est h k ot k est le vecteur d’onde associé au mode
électromagnétique décrit par le photon dans le milieu du solvant (k = nsw/c), et A = h/(27) la constante de
PLANCK réduite. L’énergie d'un photon est E,;, = hw.

25.  Sur une durée infinitésimale dt, déterminer 1'énergie d€ de la lumiére diffusée par la bille. En déduire
le nombre de photons dA qui ont été diffusés par la bille pendant cette durée.
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26. La diffusion par un dipole est & symétrie centrale (symétrie par rapport au centre du dipole) : le
nombre de photons diffusés dans une dgection caractérisée par le vecteur d’onde k est donc égal au nombre
de photons diffusés dans la direction — k. En conséquence, on admettra que I'impulsion globale de la lumiére
diffusée par la bille est nulle. En écrivant I'impulsion infinitésimale d? transmise par les photons de ’onde
incidente a la bille pendant dt, déduire I'expression de la force F'; de diffusion exercée par les photons
incidents sur la bille, notamment en fonction de P. Quelle est son action sur la bille 7 On précisera le sens
de la force.

V.A.b. Force de gradient

Pour modéliser I'influence de la deuxiéme force exercée par la lumiére sur la bille, on va se ramener &

une situation simplifiée. Dans un premier temps, on considére un dipdle formellement décrit par une charge
positive +q et une charge négative —g aux positions respectives 7+ = 7}0 et 7_ = 7)0 —

Le moment dipolaire de la bille s’écrit alors D = q(?+ — 7_) = q?. Afin de simplifier ’étude, on
considére que les charges positives ont une inertie beaucoup plus grande que les charges négatives, et on

supposera qu’aux échelles de temps considérées 7, ne dépend pas du temps (charges positives fixes) et seul
dépend du temps (charges négatives mobiles).

Le déplacement ¢ étant peu important, on pourra utiliser le développement limité au premier ordre en H?H
des champs suivants :

E(7 )= E(70t)— (0 -grad) E(70,1) (23)
Le méme développement s’applique au champ magnétique 3(7_, t).

27. Ecrire la force de LORENTZ instantanée ?LOT exercée sur l'ensemble des deux charges, et en
déduire, al’aide du développement limité au premier ordre en || ¢ || ci-dessus, que la force totale exercée par

I’onde électromagnétique incidente sur le dipdle Dy représentant la bille se met sous la forme suivante :

FLor: (Bbgﬁi)ﬁ—i—m/\ . (24)
dt
28.  En utilisant I’expression (21) et I'identité vectorielle @(BQ) =2 (E . gﬂ)i) 3—1—2@/\ (r_ot>ﬁ>, ex-

primer la force ? Lor cOmme une combinaison linéaire, dont on précisera les coefficients, des termes grad(ﬁQ)

ot (ﬁ A E?) /ot

29. Du fait de son inertie et de la fréquence élevée du champ électromagnétique décrivant 'onde incidente
sur la bille, cette derniére ne réagit qu’a la moyenne temporelle de la force de LORENTZ instantanée

1 2
<?LOT>T =7 fOT ? Lor(t)dt, ou T = T est la période d’oscillation du champ électromagnétique. Montrer
w
que <8 (ﬁ A ?) / 8t>T = 0 et donner ’expression de la force de gradient ?g, définie comme ?g = <? LOT>T’
en fonction de A et du gradient de <ﬁ2>T.

V.B. Piégeage d’une bille diélectrique

La bille, considérée jusqu’a présent, est une sphére diélectrique de rayon a et d’indice optique n. Le
moment dipolaire de la bille en présence d’un faisceau lumineux obéit a la relation (21). On peut montrer
que le coefficient de proportionnalité de I’équation (221) entre le moment dipolaire de la bille Bb et le champ
électrique caractérisant le faisceau lumineux est :

T om2+2

A =A4drme,n (25)
o m = n/ng est le rapport de I'indice optique de la bille n sur I'indice optique ns du solvant. L’intensité du
faisceau lumineux incident sur la bille, au sein du solvant, est par définition :

I =nge,c <EQ>

.- (26)
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30. A partir de I'étude des forces de diffusion et de gradient menée dans les paragraphes (V.A.a.) et
(V.A.b.), donner les expressions des forces ?d et ?g sur la bille au sein du solvant, en fonction de m, n, et

I en particulier. Dans le cas de la force de diffusion, on pourra se servir du fait que <BQ>T = E2/2 ot E,
est ’amplitude du champ électrique ﬁ(t)

On considére que l'intensité du faisceau gaussien utilisé, & géométrie cylindrique, centré en x = 0 et
y = 0, peut s’écrire sous la forme :

% —2(2% +y%)
I,y,2) = I,—R—exp < ) . (27)
Gy T

31. Préciser les conditions permettant de piéger la bille de facon stable au centre du faisceau.
Dans une région du faisceau définie par les conditions suivantes : |z|, |y| < W, et |z| < zg, il est possible
d’écrire, en premiére approximation, les dérivées partielles de 'intensité sous la forme suivante :

oI —41,

87:5(3:"%2) = Wﬂﬁ (28)
ol —41,

@(xvyaz) = W2 Yy (29)
oI —41, A\?

E(xvyaz) = ngz (30)

32. Compte tenu des résultats de la question 30., et sans effectuer de calcul, conclure sur la possibilité
de piéger une telle bille. Justifier la nécessité de focaliser le faisceau pour piéger la bille.

En utilisant un objectif de microscope approprié, considéré comme une lentille mince convergente de trés
courte distance focale, il est possible de focaliser trés fortement un faisceau laser, de maniére & créer un

gradient d’intensité élevé. On montre dans ce cas que 'extension latérale W, du faisceau lumineux est de
Pordre de A/.

33.  Quelle est dans ce cas la distance de RAYLEIGH 2y (autour du point focal) ? En déduire 1’échelle
de longueur sur laquelle I'intensité est significative le long de 'axe (Oz) de propagation du faisceau laser et
justifier que les forces de gradient sont du méme ordre de grandeur sur les trois axes (Ox), (Oy) et (Oz).

34. On éclaire, dans ces conditions, une bille de silice de rayon a = 100 nm, d’indice optique n = 1, 37,
dans de I'eau d’indice optique ngs = 1,33 (On a alors (m? — 1)/(m? + 2) ~ 0,02), avec un laser de longueur
d’onde = 600 nm, et dont la puissance délivrée est de 40 mW. Calculer l'intensité I, dans le plan focal image
de la lentille en W.cm™2. Pour un écart a la position = 0, y = 0, z = 0 de I'ordre de 50 nm, on obtient une
valeur de la force de gradient de 'ordre de 1 pN. L’ordre de grandeur de la force de diffusion est 0,2 pN.
Conclure sur la possibilité de piéger la bille.

35. Justifier que I'on puisse considérer la force de gradient comme une force élastique et évaluer la
constante de raideur associée.

36. A partir des valeurs des forces données dans la question 34., donner un ordre de grandeur des forces
de gradient et de diffusion pour des billes de silice de rayon ¢ = 200 nm. Donner également un ordre de
grandeur des forces de gradient et de diffusion pour des billes en polystyréne de rayon a = 100 nm, dont
Iindice optique est n = 1,63 (on donne alors (m? — 1)/(m? + 2) ~ 0,14). Comment choisir la longueur
d’onde du laser pour mieux piéger une particule ?

37. On revient a une particule de silice de rayon @ = 100 nm piégée dans la pince optique. Le long de
l'axe (Ox), la position de la bille est en moyenne nulle : < x; >= 0. En utilisant le théoréme d’équipartition
de I'énergie, déterminer quel est 'ordre de grandeur de I’écart-type o, & température ambiante (7' = 300 K).
On rappelle que 02 =< 22 > — < 2 >2. Comparer & la taille de la bille et & la distance caractéristique de la
zone de confinement du faisceau. Le piége est-il satisfaisant 7
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ECOLE POLYTECHNIQUE
ECcOLES NORMALES SUPERIEURES

EPREUVE DE PHYSIQUE-(XULCR)

Faisceaux gaussiens et pinces optiques

I Propagation et décomposition en ondes planes d’un champ électrique
1. L’équation différentielle :

- d -
E(x,2) —/E(a,z) exp(z’ax)z—a et E(a,z) —/E(x,z) exp(—itax)dr , a€R
R ™ R

3)
w? 0?E(z,2) 0?E(z,2) w?
AE(z,z) + Cjﬁ(x, 2)=0 = 52 9.2 —gﬂ(az, 2)
O*E(z, 2) ~ 9 . Jda 9
—g - = /RE(oz, 2)(—a )exp(zam)% =—a’E(x,z)
O’E(x, 2) O?E(a, z) . da w? 9
—g - = /Rwexp(zam)% = <_02 +a >E(x,z)
2p 2 _
= /R (98(,2042,2) + (022 - a2> E(a,z) exp(iozx);i—: =0
La propriété 1 permet d’écrire :
aQE(O% z) w’ 2\ & GQE(% z) 27 2 _ W’ 2
822+(02—Q>E(O[,Z>—0 ou T—Flﬁ(a,z)—() avec "= -5 —a 9)

2.

7 est réel si f > 0. Par conséquent :

o] <

ol &

e L’expression générale de E(w, z) pour 7y réel ;7 =7 >0:
E(x,2) = a(a) exp(iz) + b(a) exp(—iv2)
~ est imaginaire pure si dans le cas oil :
B w
laf > =
c
e [’expression générale de E (z,z) pour v imaginaire pure ; y = id avec § > 0 :

E(x,2) = C(a) exp(62) + D() exp(—62)
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3. Le champ électrique s’écrit :

+w/c o
E(z,z,t) = exp(—iwt) / A(a) expli(ax + ’yz)]i (10)

—w/c 27

L’équation (10) définit E(x, z,t) par la transformé de FOURIER d'un champ E(z,z,«). C’est une décom-
position en spectre angulaire d’ondes planes. A(«a) est ’amplitude de la composante de FOURIER du champ
E(z,z,t) a la pulsation spatiale a.

ﬁ

— —
e Le terme ax +vz = k - 7. Le vecteur k¥ = a €, + fy?z est le vecteur d’onde de l'onde résultante.

Cette onde se propage, alors, dans le plan (z, 2).

— « est le nombre d’onde suivant la direction x,

— 7 est le nombre d’onde suivant la direction z.

e Le champ E(z, z,t) apparait comme une somme continue d’ondes planes se propageant dans des direc-
tions (a, 7).

4. Dans le cas ot v est imaginaire pur, le spectre du champ électrique correspond a celui d’ondes évanes-
centes.

5. Dans le cas oil 7 est réel, 'équation (10) permet d’écrire que :

E(x,z=0,t) = exp(—iwt) / Ala) exp(iaw)d—a = E(z,z=0,t)exp(iwt) = / Ala) exp(iax)d—a
R 2 ~ R 2w
E(x,2=0)
L’équation (3) donne :
Ala) = / E(x,z=0)exp(—iax)dx (11)
R

II Etude de la limitation transversale d’un faisceau lumineux

6. Approximation de I'optique géométrique : 'optique géométrique est un modéle qui convient lorsque
les dispositifs (instruments optiques ) sont de dimensions caractéristiques trés grandes devant la longueur
d’onde A. Soit :

Wy > A

Dans la situation d’étude ; A = 0,6 pm et W, de quelques micrométres. L’approximation n’est plus vérifiée.
Le dispositif pourra, alors, mettre en évidence le phénoméne de diffraction.

7.
A(a):/RE(:B,z:O) exp(—iax)dxr = /REOeXp(—ioz:L‘)d:L‘

+Wo /2
= / E, exp(—iaz)dx
—W,/2

2F, . ( aW, >
= sin
a

2
»(°3)
sin 5
A(a) WOEOTVVO

2
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[EN
£

8. tan@:g
~

dnm .
e Extrémum de A(«) correspond & qegtrn = avec n € Z, soit :
o
dnm
tan Hext,n =
Wory

e Le maximum principale correspond & cpazp,0 = 0 : direction du faisceau laser.

2mm
L’annulation de A(«) correspond & o, = Ty avecm € Z, soit :
o

2mm
Way

tan Qo,m =

e La premiére annulation de A(«) corresponde a m = %1, soit :

2 A
a1 = Wﬂ; = sinf = a]gf = A
9.
plan focal
| &
0 | | E
777777777 o
s
N\ Az B
: T
| Ax
— [ —— l

Dans le plan focale de la lentille (£), on détecte une figure de diffraction plus marquée dans la direction des
x. Elle est constitué d’une tache centrale oul se focalise toute I'intensité de ’onde, suivie de taches secondaires
0,5 fois plus larges et de plus en plus moins intenses loin du centre (foyer).
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10. Pour la tache lumineuse au voisinage du point focal image :
A A 2\ f
tan&%sinﬁz%:wo = 2Ax = Wf

Ax est inversement proportionnel & W, : plus la largeur W, de la fente est faible, plus la "largeur" de la
tache centrale est grande.
Pour W, =10 pm : 2Az = 24 mm.

IIT Source laser et faisceau gaussien

11. L’expression de E; (z,z) dans le demi-espace z > 0 :

Eye.2) = [ Alw)esplifon+72))5

2
En utilisant la formule (11) et la propriété 2 sachant que Ej(z,z = 0) = E, exp {WZ] :
o
_W2 2
A(0) = WoEoy/Fexp ( oo )

Soit :

WOEO/ [( + )] —WOQCV2 d
Qﬁ Rexpz axr YZ)| exXp 4 (0%

EL(xv Z) =

12.  Angle de divergence :

2
2 < 2 W(z) ~ W, <1+2;>
R
Z> 2R W(z) ~ Woz— = 0,2
R
Wz(«)

13. Lintensité I1(z,2) :

Ip(2,2) o |E(z,2)]* o |K(2)*exp (2)
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Pour chaque valeur de z, l'intensité I, (z) est, alors, une fonction gaussienne.

avec I, o< 2F2

Enz=0 En z =2zp

I
In(xz,z) = Eexp [W2

1/1,
1/1,

Figure 1: La répartition spatiale d’intensité : I/1,(x, z) pour z = 0 et pour z = zg.

14. L’amplitude de 'onde sphérique est en exp(—kr) avec 2 = 22 + % + 22

O Pour 2> 2p: R(z) =2 = r=+/e2+y2+22=/22+12+R?,

2\ 1/2
O dansleplany:O:r:\/m:R<1+Zz> ’

2 ik 2 ik 2
O pour z>> |x| : r~ R+ T L’amplitude est, alors, en exp (ikR + za:) = exp (ikz) exp (Z m )

2R 2R
e Rayon de courbure des surfaces d’onde pour z > zp :

R(z) ~ =z ( 'onde est sphérique.)
e Rayon de courbure des surfaces d’onde pour z < zp :

2

z
R(z)~E > 1 ( rayon de courbure infini : I'onde est plane.)
z

e Application numérique :

AW,2 pour W, = 100 pum, Zr = 5,24cm
ZR = N soient :

pour W, =1mm, Zr = 5,24 m.

IV Moment dipolaire d’un atome et d’un assemblée d’atomes

IV.A. Modéle d’atome : I’électron élastiquement lié

2R
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15. La force exercée sur I’électron ?el = —eEel oll Eel est le champ électrique crée par la sphére de

centre O, de rayon 7, de charge q(r.) et de densité de charge uniforme p = Z(re) __te

4
—mr3 gﬂRg

3
Bu— U o _ _*e o L By = e g
T dmerd T © 0 dAme R € T dme R € “ne
= 762 =m w2 = Wo = 762
T dme,R3 e °~ \ 4re,m.R3

Application numérique : w, = 4,5 x 106 rad.s™!.

16. La taille caractéristique de la sphére, uniformément chargée, est son diamétre d, = 2R, = 0,1 nm
(échelle atomique). La longueur d’onde utilisée pour l'onde est A = 600 nm (distance caractéristiques des
variations des champs).

A>d,

Les amplitudes des champs 3(7) et 3(7) peuvent, alors, étre considérées comme uniforme a 1’échelle de
I’atome.

17.  Le noyau est plus massif que ’électron.

18. L’action du champ magnétique est négligeable ; en effet :

Fo=cE(T,1) Il
= ~
Fo=et, A B(7,1) | Pl ve

19. L’é¢quation différentielle :

e Bilan des forces :

~ La force de LORENTZ : [ 1 = —¢E(T,t) — e A B(T,1) = —eE(T, 1),
— Le poids : ? = m67 négligeable devant la force électromagnétique,
— La force élastique : ?el = —kyT.= —mew(%?)e,
— La force de frottement visqueux : ?V = —mefﬁe.
e Le principe fondamental de la dynamique appliqué a I’électron, de masse m,. dans le référentiel barycen-

trique (li€ au noyau) :

—eﬁ(?, t) — mew? T e — Ml 7o = me 7

LTF. dTe _eE(7,1)
dt2 T dt FwTe = Me

20.  Solution en régime établi 7. (t) = 7.0 exp(—iwt) ; en représentation complexe :

d2?e d?e —GE(?,t)
dt2 +F dt +w2?e:T
B @
(—w? + w2 — WD) Pe(t) = —eE(7,t) = T(t) = Me

Me —w? — w2 —iwl

Soient :
—eE(7) 3
— 2
Teo= Me et Eat = €T, = e < £(7) ) exp(—iwt)

T —w? 4 w2 4wl - me \ —w? + w2 —iwl
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IV.B. Moment dipolaire d’une sphére diélectrique et indice optique

21. Le vecteur polarisation :

B = Ndu N (ED)

me \ —w? + w2 —iwl

(7) exp(—iwt)

~
o)
»
=N
[
.
g
N
I
Il

B =cw® ~DE(T) = =1+ | e

22. Pour une valeur de w comprise ente 2.10% et 5.10' rad.s™! ; w, > w. En plus w, > T :

Ne?

n?=1 + 3
MeEoW5

23. Le moment dipolaire Zat de chaque atome :

Zu-LE _ & (zx_?)

mew?  Mew? 3,

2w B = e (L)

3¢o
Soit :
-1
? = 3€on E
242
24. Le moment dipolaire ﬁ de la sphére :

BT L B Barmse o B =3 LB b
dr sphére P 2+2
ﬁ:47r50a3 <n _1> Eo

n2 42

V  Principe d’une pince optique
V.A. Forces optiques subies par la bille

V.A.a. Force radiative de diffusion

25. L’énergie d€ de la lumiére diffusée sur une durée dt :
d&é 473 eng
= _ d€ = — —3 D2 dt
dt P = &= 3 e )\ 5,0
Le nombre dN de photons diffusés :
d€ = AN E,j, = hwd N v = e pa gy 2T d
&= dNEp = - =3 o 00 = g A%Dbot
26. La force de diffusion ?d
_>
07 =i E = By= W N Py _Preg
dt dt w c

La force de diffusion repousse la bille de la source de lumiére. Cette force a la direction et le sens de
propagation du faisceau laser. C’est une force répulsive.
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V.A.b. Force de gradient

27. Force de LORENTZ ?Lor :

Fror = Fro(® 1)+ Fron(7 ) {?L”(?’ﬂQEW’”‘J?AB(?,@
Lor = Lor(T =)+ Fror T+,t avec

?Lor(?-l-ut) = qﬁ(?-kut) + q7+ A §(?>-"-7t)
Fro=q [E(m,t) CE(Po )+ T AB(P ) — T A E?(?,,t)}

.- -
e Les charges positives étant fixes : 74. =0,

e By=q(P+-7-)=qd =  qU- 2—@

dt
. ? est peu important : 3(7_,1‘/) ~ 3(7+,t) = ﬁ(?o,t),

« BT )= B(T_t) = (3 - grad) B(Tort) = ;(B erad) B (T, t).
Soit :

Fror = (B - grad) E (7., >+ddﬁtA (Fort) (24)

28.  Autre forme de ?Lor :

Dy=AE et grad(E?) =2(F -grad)E +2F A (ol E)

Fiw= B gl B+ D0 H = A g B o+ a2L 1
= [ grad( ﬁz ﬁ/\ rotﬁ]ﬁ—i—flaﬁ

- a3l B (2] 24 aZ
_ 5grad (E>)+ A |E A (ﬁ) " <8j> A§]
d(EnB) /ot

Soit ;

Fro = QTad}ﬁQ +A (ﬁA?)

29. Force de gradient ?g. En notation réelle :

ﬁzﬁocw(?-?—wt) et Ezﬁocos(?'7—wt>
ﬁ/\ﬁ ﬁ/\ﬁocos< . —wt) = %(ﬁ/\ﬁ):wﬁo/\ﬁosin<?-?—2wt>
(sin (77 - 2ar)) =0 = (5 (EnE)) -
Fo= (), = (4) i[9,

V.B. Piégeage d’une bille diélectrique
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30. Force de diffusion et force de gradient :
A\ — 9 5 5 (m2—1\—[ I 2mngad (m? — 1\ —
?g = <2) grad [<ﬁ >T} = 2me nga o~ grad nee| T e OB grad (1)
? Pns_> 47T3 ng 2 —
- z - 4
4= 3 g A0 0°€

B,=aF = (B} - E?> Dbo

<
)7 =

= Djy=24° <32

T TLSEO
g _ € = — TEM A
d 3 e M nge,e 3 g2\t os 242 z

12875 n5a® /m2 — 1\ 2
?d - 3 08)\4 (m2 + 2) I?z (en moyenne.)

31. Pour piéger la bille de facon stable au voisinage du centre du faisceau :

e la force du gradient ?g doit étre largement supérieure a la force de diffusion ?d afin de limiter Ueffet
de cette derniére. On pourra peser & exposer la bille & deux faisceaux de méme direction et de sens
opposés, comme ca la force de diffusion résultante va étre nulle,

e Un autre facteur dit au mouvement brownien affectera également fortement la stabilité du piégeage
lorsque les particules sont trés petites. Pour bien piéger le potentiel des particules, induit par les forces
de rayonnement, il doit étre suffisamment profond pour surmonter 1’énergie cinétique de la particule
due & la fluctuation thermique.

F ad
32. T @
Les forces optiques étant proportionnelles & l'intensité du faisceau lumineux. Il est, donc, nécessaire
d’augmenter cette derniére. Seulement si le faisceau est trop intense,il peut "détruire" la bille.
L’enjeu est donc d’améliorer la force de gradient ou de diminuer la force de diffusion tout en conservant
une intensité optique suffisamment faible.
Cette approche permet non seulement de limiter la force de diffusion, mais également de confiner la

lumiére a une échelle bien inférieure a la limite de diffraction et, donc, focaliser le faisceau.

< 1 : possibilité de piéger la bille.

2
33. VVONé = szﬂ'WO:é: » = 191 nm
m A 7r
34.
O L’intensité I, dans le plan focal image de la lentille :
4
L=—" Y p_ 1 40%10° W.em

<Wo) 2 )\2

| =2

2

O Fy=1pN > Fy;=0,2pN: il est, donc, possible de piéger la bille.

35.  Force élastique :

2mnga® (m? — 1
?g _ 2mnga <m >m(1)

c m2 + 2
2mnga® (m? —1\ [0 _ 61'_++af_>
= 76 — E—
c m?2 + 2 x oy Y 0z °
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A N — N 8m3nsa® (m? —1
WON% et T =x€,tyd,tzed, = ?g%— )\22 23 L7 =k, 7

?g est, alors, une force harmonique de constante de raideur associée :

B 8m3ngad <m2 -1

— -5 -1
by = 53 m2+2>10—8,55><10 N.m

36.  Ordres de grandeurs des forces de diffusion et de gradient :

e pour des billes de silice de rayon a = 200 nm ;

200 ®
F;j=|— 0,2=12.8 pN
d <100> X U, ,O P

200 3
F == 1=8pN
g (100) 8 P

F, F,
TC;l =(Cte et —g =(Cte = pour a=200nm
a a

e pour des billes en polystyréne de rayon a = 100 nm ;

0,142
F, = ’ 0,2=9,8 pN
d <0702> X U, O P

0,14
F,=(~ 1=7pN
g <0,02>>< [

pour n = 1,63

e pour mieux piéger une particule de diamétre d, il suffit que A > d.

37.  Pour une bille de silice de rayon a = 100 nm, la force subie le long de I'axe (Oz) est la force élastique
(Ctf. 35.) :

?g@ = —kgaﬁ?z
Cette force dérive d’une énergie potentielle :
L s
Uge = ikgxb

R 1
A T'équilibre thermique, la valeur moyenne de U, , est égale & ik BT (Théoréme de l’équipartition de l’énergie).

2< Uy, > kgT
Uwz\/<$g>—<xb>:\/<x§>: 2 >79r - B
kg kg

Application numérique : o, = 7,00 A. Cette valeur est tres négligeable devant W,, le piége est alors
satisfaisant.

L’écart-type :
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CONCOURS COMMUN - INP

EPREUVE DE PHYSIQUE-MP

Lumiére et changement de référentiels :
de I’éther luminifére a la relativité restreinte

Formulaire
Développements limités a I'ordre 2 au voisinage de zéro de deux fonctions usuelles :
1

m:1—1—:13—3%—1—0(302) 2

(1+2)" =1+ +7(y = 1) 5 +o(a?)

Relations trigonométriques :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

cos(a) — cos(b) = —2sin <a2—b> . <a : b>

cos?(a) = 3 (14 cos(2a))

cos(a) cos(b) = % (cos(a — b) + cos(a + b))

Apres le succes des théories ondulatoires de YOUNG et de FRESNEL, il restait aux physiciens & ex-
pliquer la propagation de la lumiére. En 1873, MAXWELL publie la forme définitive de ses équations de
Uélectromagnétisme. A Uinstar d’une onde mécanique, la lumiére est congue comme la vibration d’un "milieu
support" présent partout dans l'univers : I’éther luminifére. Puis en 1905, EINSTEIN fonde la théorie de la
relativité restreinte sur le principe de relativité (qui énonce que toutes les lois physiques sont invariantes par
changement de référentiel galiléen (ou inertiel)) et sur le postulat de l'invariance de la vitesse de la lumiére
dans le vide : le caractére absolu du temps est remis en question, la transformation de GALILEE est remplacée
par celle de LORENTZ, [’éther luminifére peut enfin étre abandonné. La question de son existence restera
cependant une des grandes quétes de la Physique jusque dans les années 1930.

Les parties I et III de ce probléme abordent deux expériences & propos de I’éther restées célébres dans
I’histoire des sciences.
La partie II traite des lois de transformation du champ électromagnétique lors d’'un changement de référen-
tiel.
Enfin, la partie I'V traite du gyrométre optique : une application moderne d’un effet relativiste découvert
par SAGNAC en 1913 qui affecte la lumiére dans un référentiel tournant. L’étude se termine par une modéli-
sation informatique d’un moyen de détection du déphasage produit.

Point de vue général

On souhaite reprendre les raisonnements historiques a propos de I’éther tenus par les physiciens pré-relativistes.
On introduit pour cela le référentiel de 'observateur noté (R,ps) et on considére 1’éther comme un fluide en
mouvement & la vitesse @ dans (Robs), ce qui définit le référentiel de I’éther (Reyp,). La lumiére, qui est une
oscillation de I’éther, se propage dans celui-ci de maniére isotrope : quelle que soit sa direction, le vecteur
vitesse de propagation de la lumiére dans (Rep,), noté < , a pour norme ¢ = 299 792 m.s~! (valeur qui sera
arrondie & 3,0 x 108 m.s~! pour les applications numériques).

Consigne : en nous placant & I’époque des physiciens pré-relativistes, nous utiliserons la transformation
galiléenne des vitesses et ferons comme si nous ne savions pas que c¢ est une constante universelle de la
Physique.
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Partie I- L’expérience "MM" : Michelson et Morley (1887)

Le schéma de principe du dispositif que MICHELSON et MORLEY utilisérent en 1887 est représenté en
Figure 1. Il s’agit d’un interférométre de Michelson réglé au contact optique avec L la longueur commune des
bras de l'interféromeétre : L = OH; = OH;y. L’ensemble Séparatrice-Compensatrice est modélisé comme une
lame semi-réfléchissante d’épaisseur nulle, placée & 45° du faisceau incident et n’introduisant aucun déphasage
supplémentaire sur les trajets lumineux. Les deux faisceaux lumineux obtenus aprés division d’amplitude
suivent des trajets selon les axes Ox et Oy perpendiculaires. On observe les franges d’interférences a 1’aide
d’un oculaire micrométrique placé a la sortie de ’appareil.

A Tentrée de I'interférométre, un filtre interférentiel isole la raie H, du rayonnement solaire. On note v la
fréquence de la lumiére monochromatique ainsi obtenue.

Le référentiel d’observation (Ryps) est ici le référentiel terrestre dans lequel les miroirs M; et My sont im-
mobiles. L’air est assimilé au vide et nous considérerons qu’il n’a aucune influence sur la propagation. En
revanche, ’ensemble du dispositif baigne dans I’éther en mouvement & la vitesse W = we, uniforme avec

w > 0 (mouvement appelé "vent d’éther").

Configuration « : l'interférométre est positionné de telle sorte que le trajet lumineux sur le bras n°l soit
colinéaire au vent d’éther. Le bras n°2 est perpendiculaire & cette direction.

Configuration 8 : on fait subir a ’ensemble & = {Source, interférométre, observateur} une rotation de 90°
autour de I’axe Oz dans le sens horaire, de telle sorte que ce soit le bras n°2 qui devienne colinéaire au vent
d’éther.

&V
"vent d'éther" LALL Miroir M,
H>
—_— Ra
W i
Va2 i
v Via
_.P ‘[Rﬂhs}
W ;‘511
J'"\ > \—I-
Source de lumiére .
filtre Al Vo N\
O
- (o o >
E z Hi N X
—_— , +«—R; N
W Lame semi- VYrl Miroir M;
réfléechissante
—
W observation

Figure 1: Schéma de I'interférométre de Michelson dans la configuration «

L’interférométre est dans la configuration a (Figure 1). On appelle A1, un point quelconque entre O et
Hy sur le trajet lumineux aller du bras n°l et Ry un point sur le trajet retour. On note de méme A, et Ry
deux points entre O et Hs sur les trajets aller et retour du bras n°2.
En utilisant I'indice ¢ = 1 ou 2 pour indiquer la voie de 'interférométre et I'indice € = a ou r pour indiquer
le sens aller ou retour, on note 751- la vitesse de la lumiére dans (R,ps) et 7&' vitesse dans (Rey,). Par souci
de lisibilité les quatre points Ay, Ao, R; et Ry et les vitesses 751- ont été représentées hors des trajets des
rayons lumineux.
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Q]_. Reproduire la Figure 1 et la compléter en dessinant les "triangles des vitesses" reliant les vecteurs
752-, éiet W aux points A1, Ao, Ry et Ry en supposant qu’une loi de composition galiléenne des vitesses
s’applique.

Attribuer & chaque expression fournie ci-dessous la norme v.; correspondante :

c—w : cz —w? ; c+w ; V2 — w2

Q2. En déduire I'expression de la différence 7(ar) = taug(a) — tau () des durées de parcours de la lumiére
arrivant & I'oculaire en suivant la voie 1 (respectivement 2) dans la configuration «.. Faire un développement

w
limité de tau(a) a lordre 2 en —.

c
Donner alors 'expression de 'ordre d’interférence p(«) en fonction de la fréquence v, de L, de ¢ et du rapport
w
— (on rappelle que l'ordre d’interférence de deux signaux lumineux ¢ cohérents entre eux et présentant un
c

déphasage ¢ est égal a ¢/27).

Q3. Avec le moins possible de calculs, donner de méme les expressions:

— de la différence 7(8) = taua(B) — taui () des durées de parcours de la lumiére arrivant a 'oculaire en
suivant la voie 1 (respectivement 2) dans la configuration 3 ;

— du développement limité de 7(/3) a 'ordre 2 en v :
c

w
— de lordre d’interférence p(/3) en fonction de v, L, ¢ et du rapport —.
c

Q4. Soit Ap = p(B8)—p(a) la variation de Pordre d’interférence produite lors du passage de l'interférometre

v ow\?2
de la configuration « & la configuration 8. Montrer que Ap = 2L— (—)
c\c

Q5. De maniére a visualiser un petit nombre de franges d’interférence a I’'oculaire micrométrique, on régle
I'interférométre en coin d’air & partir de la configuration o en opérant une toute petite rotation du miroir
M, autour de son diamétre Hy,. La figure d’interférences se présente alors comme un ensemble de franges
rectilignes paralléles équidistantes d’interfrange 7. En supposant la variation Ap de I'ordre d’interférence
obtenue en Q4nchangée par ce nouveau réglage, indiquer quelle modification de la figure d’interférences est
attendue lors du passage de la configuration « & la configuration 5. Exprimer cette modification & I'aide de
Ap et 1.

QG. En faisant I’hypothése d’un éther immobile dans le référentiel héliocentrique et ne subissant aucun
effet d’entrainement par I’atmosphére terrestre, MICHELSON et MORLEY comptaient observer cette modifi-

cation avec une vitesse de vent d’éther de norme w = 30,0 km.s~! environ.

a) Rappeler la définition du référentiel héliocentrique.

b) Enoncer, sans les démontrer, les trois lois de KEPLER pour une planéte autour du Soleil.

C) Expliquer & quelle caractéristique terrestre correspond la valeur w = 30,0 km.s~! escomptée

par MICHELSON et MORLEY. Retrouver cette valeur a partir de G (constante de NEWTON), Mg (masse du
Soleil) et Tg,, (durée de 'année terrestre).

Faire I'application numérique avec G = 6,67 x 107! N.kg=2.m?, Mg = 1,99 x 10%° kg et T, = 365,25
jours.

Q7. Pour passer de la configuration « a la configuration 5, MICHELSON et MORLEY avaient monté leur
interférométre sur une table en granit posée au-dessus d’un flotteur en bois sur un bain de mercure, ce qui
leur permettait d’opérer une rotation de ’ensemble en toute simplicité (Photo 1).
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Photo 1: L’interférométre utilisé par Michelson et Morley en 1887 (source : http://ondes-relativite.info/
DomniqueCabala/chaps_ histo.htm)

Une grande longueur des bras de l'interféromeétre (obtenue par un rallongement des trajets a I’aide de plusieurs
jeux de miroirs) et un oculaire micrométrique avaient été prévus afin d’assurer une détection confortable des
modifications attendues de la figure d’interférences. La sensibilité du dispositif était de ’ordre du centiéme
d’interfrange.

Avec w = 30,0 km.s™2, L = 11,2 m et v = 4,57 x 10'* Hz, donner la valeur numérique de Ap, variation
de l'ordre d’interférence escomptée par MICHELSON et MORLEY, exprimée en Q4. Commenter.

Q8. Donner une estimation numérique de la vitesse d’éther minimale que le dispositif permettait de
mesurer a priori. Quelle(s) objection(s) aurait-on pu faire quant au résultat de I'expérience finalement an-
noncé négatif par MICHELSON et MORLEY ? Pourquoi I'expérience fut-elle reconduite a différents moments
de 'année 7

Le résultat négatif de l'expérience de MICHELSON et MORLEY a révélé la mise en défaut de la transfor-
mation de GALILEE. Cette derniére conduit également a des lois erronées de changement de référentiel pour
le champ électromagnétique. C’est l’objet de la partie II ci-apres.

Partie II- Electromagnétisme et relativité

Soit (R’) un référentiel en translation rectiligne uniforme a la vitesse 76 par rapport a un référentiel

(R). Un champ électromagnétique (ﬁ, ?) est présent dans (R).

9. Rappeler I'expression de la force électromagnétique exprimant I’action du champ électromagnétique
(E, B) sur une particule de charge ¢ animée d’une vitesse o dans (R).

Q]_O. Expliciter la formule de transformation galiléenne des vitesses reliant la vitesse 7' de la particule
dans (R') a sa vitesse ¥ dans (R) et a Ve.

Q11. Dans (R) le champ électromagnétique précédent est caractérisé par les champs (ﬁ’ ,?’ ). En

utilisant U'invariance de la force électromagnétique entre les référentiels (R) et (R’), montrer que la loi de
composition des vitesses utilisée en Q1@st compatible avec les lois suivantes de transformation « classique »

des champs:
' BB V.08
B=0
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On considére, dans le vide, un fil rigide rectiligne cylindrique de rayon a et infiniment long, chargé avec une
densité volumique py uniforme (Figure 2). On note Ay la densité linéique de charge et (R’') le référentiel du
fil. La direction du fil est confondue avec 'axe Oz d’un référentiel (R) dans lequel le fil est en mouvement
rectiligne uniforme & la vitesse 76 =V, ¢.. On repére un pont M a lextérieur du fil par ses coordonnées
cylindriques (r,0,z) d’axe Oz (avec r > a). On note ¢, la permittivité diélectrique et p, la perméabilité
magnétique du vide.

|
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|

|

|

|

:

/ 1
/O—\ )

N— : /

|
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|

|

|

|
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|
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Photo 2: Fil chargé en mouvement & la vitesse V, dans (R)

On cherche & calculer les champs électrique ﬁ et magnétique B crées par le fil dans (R) en tout point &
I'extérieur du fil, a partir de leurs homologues E' et B dans (R).

le. Justifier que ﬁ’ = ﬁ En déduire ? d’aprés Q11.

Q13. Par I'application du théoréme de Gauss, calculer ﬁ’ . En déduire E d’aprés Q11.

Q14. Quelle est, en fonction de Ay et V., I'expression de l'intensité du courant électrique vue par un

observateur dans (R) ? A 'aide du théoréme d’Ampére, exprimer ﬁ Commenter par rapport a Q12.

En fait, les lois de transformation des champs selon la relativité restreinte sont les suivantes :

Ey=F), Fi=a(Fi-VoaB)  By=T Eﬁ:”@“?@i)

2

1
avec 7 = ———— et ol l'indice // désigne la composante des champs dans la direction définie par 7@ et

‘/*62
Vi==

I'indice 1 leur composante perpendiculaire a 7@- Ainsi a-t-on B = ﬁ /) + ﬁ 1L et § = ? /) + ? 1.

Q15. A l'aide de ces lois de transformations et en considérant exacts les champs ﬁ’ et ?’ obtenus en Q12.
et Q13, donner les expressions correctes de ﬁ et B.
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Q16. Quelle est alors, en fonction de Ay et 7, la valeur de la densité linéique de charge A vue par un

observateur dans (R) ? Ce résultat correspond-il & une contraction ou a une dilatation des longueurs si on
considére qu’il y a conservation de la charge électrique ?

En 1924, la théorie de la relativité restreinte a presque vingt ans, mais les physiciens n’ont toujours pas
tranché définitivement la question de [’éther, surtout qu’en 1913, un jeune physicien francais, GEORGES
SAGNAC, découvre un effet qui va relancer le débat : en faisant circuler sur un méme trajet fermé, mais
en sens inverse, deuzr rayons lumineur émis a partir d’une source, SAGNAC mesure un décalage des franges
d’interférences lorsque le plateau sur lequel repose [’ensemble du dispositif est mis en rotation a la vitesse de
quelques tours par seconde. Le décalage mesuré est proportionnel a la vitesse angulaire du plateau et a [’aire
de la boucle suivie par la lumiére. Cet effet, qui semble révéler une anisotropie de la vitesse de la lumiére
dans un référentiel en rotation, serait-il la preuve tant attendue de ’existence de l’éther ¢
MICHELSON, GALE et PEARSON mettent alors sur pied une version modifiée de ’expérience de 1887 dans
le but de tester les deux théories (éther luminifére et relativité restreinte) en mesurant effet Sagnac di a la
rotation de la Terre. Cette rotation étant bien plus lente que la rotation du plateau utilisé par SAGNAC, il

fallait construire un interféromeétre aux dimensions "gigantesques”. La partie III traite de cette expérience
"hors normes”.

Partie III- L’expérience "M-G-P" : MICHELSON-GALE-PEARSON (1924),
ou de la mesure de ’effet SAGNAC a I’échelle de la Terre

La Terre est supposée sphérique de rayon Rp et animée d’'un mouvement de rotation uniforme d’Ouest
en Est autour de l'axe des poles & la vitesse angulaire HT. Seul 'hémisphére nord a été représenté en
Figure 3. Un point quelconque sur cet hémisphére est repéré par ses coordonnées géographiques : latitude

¢ (0 < ¢ < 7/2) comptée a partir de I'équateur vers le Nord et longitude 6 (0 < 6 < 27) comptée a partir
du méridien de Greenwich vers I’Ouest.

Péle nord

5 A

sens de la rotation

¥ terrestre

|
axe des poles (\

O

Af-M paralleles

QOuest| .-~

0 é souates

Figure 3: Coordonnées géographiques d’un point M dans I'hémisphére nord et interférométre de Michelson-
Gale-Pearson a boucle rectangulaire ABCD

o appeler la de nition du rétérentie geocentrlque . uel est le mouvemen € la lerre dans
17. Rappeler la définition du référentiel gé i Ry). Quel est 1 t de la Terre d
—=
! elier la norme 327 du vecteur T a la duree j du jour terrestre.
R,) 7 Relier 1 Qr d teur (7 a la durée 7} du j

Dans cette partie, on fait ’hypothése d’un éther immobile dans (Rg4) et on étudie les effets du "vent
d’éther" dus a la rotation terrestre.
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Q18. Dans quelle direction et dans quel sens "souflle le vent d’éther" pour un observateur terrestre 7 On
note w(cp) = w(ap)?> la vitesse du vent d’éther  la latitude ¢, avec @ le vecteur unitaire adéquat pour que
w(¢p) soit positive. Exprimer w(p) en fonction de Ry, Q1 et .

La figure 4 représente schématiquement le dispositif de MICHELSON-GALE-PEARSON utilisé en 1924.
Celui-ci s’inspire de l'interférométre & boucle fermée utilisé par SAGNAC en 1913.

N
p, - JFLYoro— Clo
""'""3\6"“"“‘“*“““'"“*‘::_“_‘_‘—““"*"“"“"“"”"““‘3% R
N S X L T
Pl || H
1 ] A
| |
1
RIS
339m | | ;§ i1 1Y WEST » EAST Y,
AEES : EARTH ROTATION =
E,ZJ) i
i) v
| X s
: T i 1 i O
O—>{-f—ge— - |U
S B T
h

Figure 4: Schéma de 'interférométre utilisé dans 'expérience de Michelson-Gale-Pearson (source : “A review

of Michelson-Morley, Sagnac and Michelson-Gale-Pearson experiments”, the general science journal, M. D.
ABDULLAHI)

Il s’agit d’un interférométre & boucle rectangulaire, de largeur Y = AD = BC = 339 m et de longueur
X = AB = DC = 612 m installé sur un vaste champ & Clearing, en Illinois. Les co6tés longs, AB et DC,
de ce rectangle sont dirigés d’Ouest en Est, en suivant deux paralléles de latitudes respectives ¢ et p + Agp
(figure 3). Les petits cotés AD et BC qui complétent le rectangle occupent la direction Sud-Nord locale.

Cette "piste" rectangulaire était congue a partir de tubes en fonte hermétiquement liés, dans lesquels un
dispositif de pompage avait été prévu pour assurer un vide de bonne qualité.

La photo 2 montre & quoi ressemblait I'installation de la plus extraordinaire expérience d’interférométrie
jamais réalisée jusqu’alors.
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L

i - A,
R R i 3
j-‘£-‘ . -

Photo 2: L’installation de Michelson-Gale-Pearson a ’hiver 1924 dans un vaste champ a Clearing, en Illinois

On peut remarquer dans la partie gauche de la figure 4 un tube supplémentaire FF’, formant avec AD une
boucle rectangulaire AEF'D d’aire beaucoup plus petite que le rectangle principal ABC'D. Nous évoquerons
plus loin le réle de ce rectangle secondaire.

Aux sommets A, FE et F, sont placées des lames semi-réfléchissantes orientée a 45° par rapport aux cotés
et en B, C et D se trouvent trois miroirs plans également inclinés a 45° afin d’assurer des trajets lumineux
paralléles aux axes de symétrie des tubes. Pour simplifier I’étude, on considérera que les lames ont toutes
une épaisseur nulle.

Un rayon de lumiére issu d’une source S est divisé en deux rayons, I'un transmis et 'autre réfléchi par
la lame A. Les deux rayons de lumiére sont ainsi injectés en sens inverse le long du rectangle ABCD, en se
réfléchissant sur les miroirs aux coins B, C et D, pour revenir sur la lame A et finalement interférer dans le
plan focal image de 'objectif d’un télescope T

Q19.

a) On note 7, la durée que met la lumiére & parcourir la distance cumulée 2Y entre les deux
latitudes ¢ et ¢ + Agp (il est inutile de chercher a déterminer sa valeur).
A T’aide de deux lois de composition galiléenne des vitesses aux latitudes ¢ et ¢ + A, exprimer en fonction
de 75, ¢, X et des composantes de vitesse du vent d’éther w(y) et w(yp + Ayp), la durée de parcours 71 de la
lumiére dans son trajet ABCDA.

M et en —w(go—i— A¢)

c c
en Ay (on rappelle que w(p + Ap) = w(p) + w'(p)Ap on w'(p) désigne la dérivée de w'(¢)). En faisant

Tz f(Y,¢) dans laquelle
C

b) Faire le développement limité de 7 & l'ordre 1 en , puis & 'ordre 1

apparaitre Y, établir que la durée 7 peut s’écrire sous la forme 7 = 7, + — +
c
on explicitera f(Y, ).
C) Exprimer de méme la durée de parcours 7 de la lumiére effectuant le trajet ADCBA en

fonction de 7,, ¢, X, w(p) et w(p + Ap). Un calcul non demandé analogue a celui de Q19b conduit a
2X  QrX
7-2:7-04_7_ 2 f(Yv(p)

QZO. On suppose la lumiére monochromatique de longueur d’onde dans le vide A\,. On note ,, = Qpsin ¢
la composante du vecteur € sur la direction de la normale au plan ABCD orientée vers le ciel (zénith local)
et S = XY laire du rectangle ABCD délimité par le trajet lumineux. Etablir que le déphasage d¢ entre les

. ~ M 2z 7T
deux rayons lumineux a leur arrivée en A est Ap = )\—SQn.
c
0]
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Q21. Quel est 'ordre d’interférence p correspondant?

Q22. Dans l'expérience de SAGNAC, un décalage des franges (donc une variation Ap de l'ordre d’interférence)
est observé par rapport a la situation oul le plateau est immobile. Quelle est la difficulté de la mesure d’une
variation Ap dans le cas de la Terre sur le méme principe 7 Expliquer le role du rectangle AEF D, d’aire
beaucoup plus petite que S.

Q23. On donne ¢ = 41°48'N, A\, = 0,500 pm et Q7 = 7,29 x 107° rad.s~!. Calculer Ap.

L’expérience de 1924 a donné (Ap)eyp = 0,26... Leffet Sagnac da a la rotation de la Terre existe donc
bel et bien, mais seule la relativité peut en donner le calcul correct.

Partie IV- Une application moderne de ’effet Sagnac : le gyrométre a
fibre

On considére un interféromeétre de Sagnac (Figure 5), constitué:
— d’une lame séparatrice,

— d’une bobine de fibre optique de longueur totale L et d’indice optique n, enroulée (N; tours) sur un
contour circulaire de centre O et de rayon r,

— d’une source laser de longueur d’onde dans le vide A,
— d’un détecteur optique.

Les roles du modulateur et du démodulateur de phase seront explicités plus loin.

source

lame

coupleur modulateur

fibre

détecteur

v

démodulateur

Figure 5: Interférométre de SAGNAC & fibre optique

Aprés division du rayon incident, 'onde transmise et ’onde réfléchie parcourent la fibre en sens inverse
(on parle d’ondes contra-propagatives), puis elles interférent par recombinaison aprés réflexion ou transmis-
sion retour sur la séparatrice. Un détecteur optique enregistre 'intensité résultante.

Lorsque 'ensemble du dispositif tourne autour de 'axe (O, < ») perpendiculaire au plan de I’enroulement

%
de la fibre avec une vitesse angulaire & = Q¢ (avec 2 > 0 ou < 0), un déphasage Sagnac apparait entre
4w L rQ)
les deux ondes & la sortie de I'interférométre. Son expression est AP, = —
C o
La mesure de ce déphasage permet d’accéder a Q2. On obtient ainsi un gyrométre optique, (ou gyrofibre)
capable de fournir la mesure de vitesses de rotation. Pour avoir les trois composantes du vecteur rotation,
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il faut embarquer trois interférométres de SAGNAC & bobines mutuellement perpendiculaires. Allié & trois
accélérométres, 1'ensemble constitue une UM/ (unité de mesure inertielle), couramment utilisée aujourd’hui
dans les avions et les navires. L’intégration des trois composantes d’accélération et de vitesse angulaire donne
la position et 'orientation absolue du véhicule dans ’espace. Ce systéme embarqué autonome présente une
complémentarité intéressante avec le positionnement GPS.

IV.1 Principe de fonctionnement et modulation de phase

Q24. Donner A®, sen fonction de 2 et de 'aire totale Sio¢ de la boucle qui compte N; tours de fibre.

Q25. On note I, l'intensité du rayon lumineux incident sur la séparatrice. En supposant une séparatrice
idéale avec des coefficients de réflexion et de transmission en intensité égaux a 50 %, donner sans démon-
stration I'expression I(A®;) de l'intensité enregistrée par le détecteur en sortie d’interférométre en fonction
de I, et AD,.

Q26.

a) Partant d’un interféromeétre au repos (A®, = 0), la mesure de la variation de I produite par
une rotation permet-elle de discriminer le sens de la rotation ? Argumenter.

dl

1
b) On définit la sensibilité en intensité par Kk = — a0 Exprimer x en fonction de A,, ¢, Siot

I

et Q. A Q donné, sur quels paramétres peut-on jouer pour augmenter x sachant que le rapport ;\L reste
oC
trés inférieur a 1 pour les valeurs Sy et €2 usuellement rencontrées dans un gyrométre optique ?

C) A S,y donnée, quelle difficulté apparait pour la mesure des trés faibles vitesses de rotation ?

La difficulté & déterminer le sens de rotation et & mesurer de trés faibles vitesses angulaires peut étre
résolue en utilisant une modulation de phase sinusoidale de fréquence f,, et d’amplitude ®, au moyen d’un
modulateur électro-optique (représenté en Figure 5).

Le modulateur joue le role d’une ligne a retard. A la traversée du modulateur, les deux ondes subissent
le méme signal de modulation mais décalé dans le temps, 'une subissant la modulation avant son entrée

nL
dans la bobine de fibre, ’'autre aprés en étre ressortie. Le retard est égal au temps de transit 7, = — dans

la bobine de fibre (on rappelle que n est I'indice optique). Le déphasage total entre les deux ondes en sortie
d’interférométre est alors donné par :

Ady = Ad, + q)b(t) — (I)b(t — TT>
ou ®y(t) = D, cos(2m fint) est le signal de modulation (ou "biais") appliqué par le modulateur.

Q27.

a) Montrer que A®; = Ad, — 2, sin (27Tfm <t — %))

b) On note f, = ﬁ la fréquence propre de la fibre. Montrer que pour des valeurs de f,, bien
n

choisies par rapport a f, , A®; prend la forme suivante : A®; = Ad, 4 $. s cos(27 fy,t) oit on exprimera la
constante ®.¢r en fonction de ®,.

Q28. Donner I'expression de I'intensité I(t) enregistrée par le détecteur en fonction de I,, A®y, ®eyy,
fm et t, puis montrer qu’elle peut se mettre sous la forme suivante :

I(t) = = [1 4 cos(A®Dy) cos (Pef cos(2m fint)) — sin(ADy) sin (e cos(27 fint))]

po| S
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IV.2 IV.2 - Analyse harmonique

Q29. A l'aide des données de I’annexe (page 38/144), montrer que le développement en série de Fourier
du signal I(¢) limité a ses trois premiers termes s’écrit I(t) = i, + i1 cos(27 fiut) + i2 cos(4m fi,t) avec io, i1
et iy trois coefficients & exprimer en fonction de I,, A®, et des valeurs Jo(Peyrr), J1(Pesr) et Jo(Pesy) des
fonctions de Bessel.

Une méthode de détection de la rotation de la fibre basée sur la détermination du coefficient il est
détaillée dans les questions Q31.4 Q33.

Q30.

a) Que vaut il en I'absence de rotation 7

b) Expliquer pourquoi la détermination de il permet de résoudre les problémes sur le sens de la
rotation et sur la sensibilité aux faibles vitesses évoqués en Q26.

Pour extraire la valeur de il, on met en ceuvre une méthode de détection synchrone: on utilise pour cela
un démodulateur (Figure 6) constitué d’un étage multiplieur (de constante caractéristique K, ) et d'un circuit
(R,C). La tension réponse du détecteur d(t) = KI(t) (o K est une constante caractéristique du détecteur)
est multipliée par une tension sinusoidale s(t) = s, cos(27 fy,t) synchrone de 'harmonique qu’on cherche a
extraire (i.e. de méme fréquence et de méme phase que lui). Ainsi, la tension en sortie de multiplieur est

p(t) = Kpd(t)s(t).

'y R
d()=K I(t) >< Iy 4
-1 &)
" p0=K,d@ns0  —L |,
s(t)=s,cos(27 f,1)
rrad ar Y

Figure 6: Schéma du démodulateur

Q31.  Exprimer la tension p(t) sous la forme d’une somme p, + pi cos(27 fint) + po cos(4m frnt) +
p3 cos(67 fir,t) dans laquelle on précisera les valeurs des coefficients p,, pi, p2 et ps en fonction de K,
K, s, et des coefficients i,, i1 et iy introduits en Q29.

Q32. Expliquer le role de la cellule (R, C) par rapport a Pobjectif visé. Exprimer une condition littérale
avec fm, et la constante de temps 7 = RC' de la cellule pour que la tension u aux bornes de C' soit constante.
Donner une valeur numérique convenable de 7.

Q33. La condition demandée en Q32étant satisfaite, on donne la valeur de u obtenue aux bornes de C :
1 .

u= _iKpKIOSOJ1<¢eff) sin(A®,).

Application numeérique :

fm = 30 kHz, &,y = 1,8 rad, s, = 10,0 V, K, KI, = 1,0, r = 10,0 cm, N; = 10%, A\, = 410 nm et

u=—1,5V. Calculer §®; (en radians) puis €.

IV.3 Simulation informatique

Cette sous-partie est indépendante des questions précédentes. Ni le traitement des questions Q24.4 Q33.
ni la connaissance du signal p(t) ne sont nécessaires pour répondre aux questions ci-dessous.
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On veut faire une simulation du filtrage du signal p(t) par la cellule (R,C) a l'aide d’'un code informa-
tique. L’intervalle de temps choisi pour la simulation est [t;;t¢]. On définit dans cet intervalle N dates ¢,
équidistantes, avec n entier naturel (n =0,1,2,..., (N — 1)).

On note h = tpq1 —ty, = (ty —t;)/(IN — 1) le pas de temps.

On note un la valeur de u a la date ¢, : u, = u(ty).

On fait de méme avec p : p, = p(ty)-

Q34.

a) Etablir 'équation différentielle liant u(t), p(t) et 7 = RC.

du
b) Mettre cette derniére sous la forme i f (p(t),u(t)) on on explicitera la fonction f (paramétrée

par 7).

C) En déduire l’écriture de la différence u,,4+1—u, en fonction de 'intégrale ¥,, = ftt:“ f(p(t),u(t))dt.

Q35. Méthode n° 1

Ecrire I’évaluation approchée de ¥,, par la méthode des rectangles.

En déduire la relation de récurrence donnant wu,+1 & partir de u,, 7, h et f(pn, un). Quel nom donne-t-on a
cette méthode 7

Q36. Meéthode n° 1 : méthode améliorée de RUNGE-KUTTA
On reprend l'intégrale U, de la question Q34.c. Ecrire I’évaluation approchée de ¥,, par la méthode des
trapeézes.

Gréce a une évaluation approchée de u,41 & préciser, montrer que la relation de récurrence qui permet
de calculer u,41 a partir de uy, pn €t ppy1, prend la forme suivante :

h r= f(pnvun)
U, + B (k+r) avec
k= f(pn+1,un +rh)

Ecriture du programme (Informatique Pour Tous)
On prendra N = 5000, la date de début t; = 0 s, la date de fin ty = 0,001 s et u(0) = 0 comme
condition initiale. Le candidat utilisera le langage de programmation Python pour compléter
le programme (tableau 1) en Q37.
Dans ce tableau, lignes 13 4 17, le symbole @ désigne des valeurs numériques qu’on ne demande
pas de renseigner. A partir du bloc ligne 34, $$$ indique le code absent a compléter (un
morceau de ligne ou une ligne ou plusieurs lignes d’instructions).

Programme incomplet (Python) N° de
ligne

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

#Définition des constantes

fm=3F4 # fréquence de modulation
10=1. #intensité de référence

K=1.

s0=10.

Kp=1.

pi=np.pi #valeur pi de numpy nommée pi

O© 00 ~J O T W N =

—_ =
—= O

—
[\

#Valeurs numériques entrées
phi_s =@ # valeur de A®, trouvée en Q33

—_
w
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phi_eff =@ # valeur de @ 14
# différents essais (cf. question Q38) 15
tau=@Q # valeur de la constante de temps 7 (cf. question Q32) 16
# différents essais pour illustrer le role de la cellule (R,C) 17

18
# Définition des signaux I(t), d(t), s(t) et p(t) 19
def I(t): 20
return (10/2)*(1+np.cos(phi_s+phi_eff*np.cos(2*pi*fm*t))) 21

22
def d(t): 23
return K*I(t) 24

25
def s(t): 26
return s0*np.cos(2*pi*fm*t) 27

28
def p(t): 29
return Kp*d(t)*s(t) 30

31
#définition de la fonction f 32
def f(x,y) : 33
$$$ 34

35
#dates initiale et finale de la simulation 36
ti, tf — 0, 0.001 37

38
#nbre de dates de simulation 39
N=5000 40

41
h=(tf-ti) /(N-1) #pas de temps 42

43
#définition de la liste T des dates ¢, : 44
T ] 45
for n in range ($$$ 46
$$$ 47

48
#définition de la liste P des valeurs p(t,,) 49
$$$ 50

51

52
#Calcul de U par la méthode n°1 : 53
def E(P) : 54
U=[0] #initialisation avec u(0) = 0 55
for n in range($$$ 56
U.append($3$$ 57
$$$ 58

29
Ul=E(P) # Liste Ul obtenue par appel de E(P) 60

61
# Affichage de la liste des résultats de la méthode n°1 62
print(U1) 63

64
#Calcul de U par la méthode de Runge-Kutta 65
def RK(P): 66
U=[0] 67
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$3% 68

69
U2=RK(P) #Liste U2 obtenue par appel de RK(P) 70

71
# Représentations graphiques pour la méthode de Runge-Kutta 72
plt.figure( ) 73
plt.plot(T,P,’b") 74
plt.plot(T,U2,r") 75
plt.title(’p(t) et u(t)’) 76

7

Tableau 1: Programme incomplet

Q37. Répondre sur la copie aux consignes ci-dessous :
x bloc ligne 32 : compléter le programme pour la définition de la fonction f.

* bloc ligne 44 : compléter cette section par les lignes nécessaires a la création de la liste T des N dates
tn équidistantes dans I'intervalle [to;ty].

« bloc ligne 49 : faire de méme pour la création de la liste P des valeurs p(t,).

« bloc ligne 53 : recopier et compléter cette partie de programme pour obtenir la liste U des valeurs u(ty,)
calculées par la méthode n' de la question Q35.

* bloc ligne 65 : écrire une fonction RK(P) qui remplit la liste U des valeurs u(t,) calculées par la
méthode de RUNGE-KUTTA de la question Q36.

Q38. Pour la valeur A®,; de la question Q33.les figures 7a, b, ¢, d et e fournies en page 18 sont les
représentations graphiques de p(t,) et u(t,) obtenues par la fonction RK. L’unité utilisée en ordonnée est le
volt. Chaque figure correspond a un couple (7, ®.rf) dont les valeurs sont regroupées dans le tableau 2.

’ N° du couple \ 1 \ 2 \ 3 \ 4 \ 5 ‘
Nom de
la figure

(1, Pesy) (500 ps, 1,8 rad) | (50 ps,1,8 rad) | (5 ws,1,8 rad) | (50 us,3,8 rad) | (50 us, 5,4 rad)

Tableau 2:

a) Recopier le tableau 2 et compléter la ligne vide & 'aide du document dans ’annexe et des
valeurs numériques données en Q33. Vous fournirez les explications qui ont motivé vos réponses.

b) Quelle valeur de ®.;¢ n’est-elle pas conseillée ? Pourquoi 7

C) Quel avantage et quel inconvénient ces graphes laissent-ils entrevoir dans le choix d’une grande
valeur de 7 ?

d) Calculer la valeur de A®; si on exploite le graphe (50 us, 5,4 rad) en pensant qu’il s’agit d’un
graphe (50 us, 1,8 rad).
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ANNEXE

Les fonctions suivantes :

f: & — f.(§) = cos(zcos€)

g: + & — g,(&) =sin(zcosf)

paramétrées par le réel z ont pour développements en série de FOURIER :

;

Fo(€) = Jo(2) + 2 (=1)"J2n(2) cos (2n¢)
n=1

oo

9:(§) =2 Z(—l)"JgnH(Z) cos ((2n + 1)¢)

n=0

ou J, est la fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre n.

Le document ci-dessous donne les graphes des fonctions J,, pour n =1, 2 et 3.

Figure 1: Graphes des fonctions de Bessel Jy, Jo etb Js.
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CONCOURS COMMUN - INP

EPREUVE DE PHYSIQUE-MP

Lumiére et changement de référentiels :
de I’éther luminifére a la relativité restreinte

Partie I- L’expérience "MM" : Michelson et Morley (1887)
Q1. Composition du mouvement :

7(lunliére/’Rfobs) = 7(hnniére/’Reth) + 7(72'eth/7?'obs)
Ve = Qa4+ avec H?EZH =c

e point Ay :
7a1:?a1+ﬁ:(c+w)?x:va1?x = Vgl = C+w
e point Hy :
Vil =Cri+ W =(—c+w)€s=—0p €y = = Upl = C— W
e point Ag :
Vo= Ca+ 0 avec Vo LW = Vg2 = V 2 — w?
e point Hy :
Vo= Cra+ W avec o LW = Vpg = V2 — w2
aY
s A,
w o
\
?QQ 7a2 77’2 Cr2
7al Z
>
w T %
@) Z o
|: 2z Z T
H E? 77"1 gé
- »et— z
?rl 2]
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Q2. T(a) = mo(a) — 11 ()

e Voie 1 : I I ) . ol
c
T _
m(a) Vgl + V1 [c—i—w c—w] c? — w?
e Voie 2 :
(@) L N L I { 1 n 1 ] 2L
o) = — _— =
! Va2  Val V2 —w? o Ve —w? V2 — w?
e Soit :
2L 2Lc
T(a) = 02 w2 — 62 — w2
e Développement limité & l'ordre 2 en € = v <1:
c
() 2L 2L 2L 1+e2 (140 Lw?
TIX) = — = — JRE— € —_
c(1—e)?2 c(l-€) ¢ 2 3
e Ordre d’interférence :
(a) = 5§ cr(a)  Lw?*  Lv (w)Q
Pl = A XN e \e

Q3. Echange du role des deux bras et, donc, des chemins optiques :

o (B) =11(a) et 71 (B) = ()
o 7(8) = m2(B) — () = —7(a) = =~ (*)2

c

e Ordre d’interférence :

Q4. La variation Ap :
2
Ap = p(8) - pla) = 2L~ ()

C C

Q5. En faisant passer l'interférométre de la configuration « & la configuration 3, on devrait observer une
variation de 'intensité lumineuse au niveau de 'oculaire, variation due au changement d’orientation des bras
de l'interféromeétre par rapport a la direction du mouvement de la Terre.

Q6.

a) Référentiel héliocentrique : c’est le repére d’origine le centre du soleil et les axes sont dirigés
vers trois étoiles lointaines de 1'univers.

b)  Lois de KEPLER :

o Loi 1 : Dans le référentiel héliocentrique, les planétes décrivent des trajectoires elliptiques dont 1'un
des foyers est le centre du soleil.

o Loi 2 : Le rayon vecteur rpjante—soleil balaye des surfaces égales dans des intervalles du temps égaux.

o Loi 3 : Le rapport entre le carré de la période Tp de révolution d’une planéte P et le cube du
demi-grand axe ap de la trajectoire de P est indépendant de la planéte P.

2
TP _ ‘
— = constante
ap
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C) w = 30,0 km.s~! est la vitesse de la Terre dans son orbite autour du Soleil.
La force gravitationnelle exercée par le Soleil sur la Terre est :

GMgM
?S—T = _#XS—T

La loi fondamentale de la dynamique appliquée & la terre dans le référentiel héliocentrique Ry, :

GMS . 'UJ2 GMS :w2

?S,T = MTﬁ(T/Rh) =

d% o,  ds_r ds—T
La période de révolution de la Terre autour du Soleil :

2wdg_r 27
= — ou w=—dg_7

T =
T w TT

Soient :
GMg _ Am°dy_;
ds—r T2

27 T% 1/3 1

Q7.
Ap = 0, 34 franges
Ordre de grandeur permettant une meilleur visibilité et, donc, une parfaite observation.

QS. Michelson et Morley ont pu détecter jusqu’a un centiéme de l'interfrange. En utilisant cela comme
limite (avec Ap’ ~ 10_2)7 nous constatons que cette expérience pourrait mesurer une vitesse minimale de

I’éther :
[eAp' B
Wmin = C 2LZ; =5,14 km.s 1

Partie II- Electromagnétisme et relativité

Q9. La force électromagnétique F dans (R):

?zq(ﬁ—#—?/\?)

Q10. La formule de transformation galiléenne des vitesses :
Vyr=Tyr+ TR = T=7+V.
Q11. La charge g est invariante entre (R) et (R) ; la force électromagnétique F dans (R):
qu(ﬁ’—l—?'/\ﬁ')
La force est invariante entre (R) et (R’) : F=F = E+TUAB=E+U' AB
= E+TAB = ﬁ’+<7—7e>A§’

— B -V.AB+TAB
E=E -V.AB

%/\3:7/\3’ ou B=B

Q12. Champs Bet B

e Par rapport a (R'), les porteurs de charges dans le fil sont immobiles. Il n’y a, donc, pas de courant
électrique dans le fil (I’ =0) :
B=0
= =0

o§:§/ = BZ?

Page 39 / 144



EPREUVE SPECIFIQUE - CONCOURS COMMUN CINP Concours d’admission 2020

Q13. Champ électrique E (dans (R)) : théoréme de GAUSS ;

# EI(M) ) d? _ Qintérieures a (S)
(%)

€o

o la distribution de charges et invariante par translation le long de ’axe Oz et par rotation de 6 autour
de Oz : ﬁ’(M) = ﬁ’(r,ﬁ,z) = ﬁ’(r).

o les plans II(M, €., €,) et II(M, €,, €g) sont des plans de symétrie de la distribution de charges :
E'(r) = E'(r) @

__ Yintérieures a (S)

o (5) est un cylindre de rayon r et de hauteur h : E'(r) =
2nrhe,
o a l'intérieur de (S) : Gintérieures a (S) = Pf X wa’h ;

Bon "2 M »_ B

C 2me,r 2me,r?

Q14. Dans (R), l'intensité T ¢ du courant électrique :

Qz//?-dg avec 7 = pf7
= pf (7’ + 7e)
= Ve

Soit :
I; = piVema® = \fV,

Champ B (dans (R)) : théoréme d’AMPERE ;

%C) ?(M) ’ d7 = ftolenlaces par(C)

o

la distribution de courants et invariante par translation le long de ’axe Oz et par rotation de 6 autour
de Oz : ?(M) = ﬁ(r,e,z) = 3(7’)

le plan TI(M, €., €,) est un plans de symétrie de la distribution de courants : ?(7’) = B(r)€s.

(¢]

. Polenlacss par(C)

o (C) est un cercle de rayon r et centré sur 'axe Oz : B(r) 5
r

o

Tentaces par(C) = Af‘/e;

By = 22,

2r

A
Q15. ? =T et ﬁ’ (M) = I_7. En utilisant les lois de transformation des champs selon la relativité

2me
restreinte :
BB = 2N p_ Ny
27e o2 V2
2meor?y /1 — C—;
ﬁz’yZeAf/ o Ve o s
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Q16. La densité linéique A vue par un observateur dans (R) :

A A A
E = ! TP = A=l
V2 2me,r 2
2meor?\[1 — —5 -5
C C

Considérons une portion de longueur ¢; du fil dans (R’) et une portion ¢ dans (R). Sachant qu’il ya
conservation de la charge électrique :

/\fff:)\f = Ef:'y€<€
le résultat correspond, alors, a une contraction de longueur.

Partie III- L’expérience "M-G-P" : MICHELSON-GALE-PEARSON (1924),
ou de la mesure de ’effet SAGNAC a I’échelle de la Terre

Q17. Le référentiel géocentrique (Ry) est un référentiel dont 'origine est le centre de la Terre et les axes
pointent vers des étoiles lointaines supposées apparaissent fixes.
Dans le référentiel géocentrique, la terre est en mouvement de rotation.

Q18. Le vent d’éther souffle dans la direction perpendiculaire aux poéles et dans le sens contraire de
rotation de la Terre, soit le sens : Est-Ouest.

w(p) = RrQr cos ¢

Q19.

a) La durée 7 de parcours de la lumiére dans son trajet ABCDA :

T = TAB+ 7BC +7cD + DA
X
TAB= ———F—~ (7 et W sont de sens Opposeés)
c—w(p)
= T, -+ TAB + TCD avec et
X
TCh= ———F—"~  ; (? et W sont de méme sens)
c+w(p+ Ap)
Soit :
X X

= 7o+ -
e c—w(p) c+w(p+ Ayp)

b) Développement limité :

A
O & lordre 1 en M et en M ;
c c
+ 1 +X 1
T = To+ — kel
1_“’(90) Cl+w(g0+Ago)
c c
X A
C C c
2X X
= Tot —— [w(e) —w(e + Ap)]

c2

O alordre 1 en Ap, w(p + Ap) = w(p) +w' (p)Ay ;
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Y
O En utilisant la Figure 3 et la Figure 4, on peut écrire sin Ap ~ Ap = o D’apres la question Q18.
T
w'(¢) = —RpQpsinp. Soit :

2X QrX 2X QrX
— + T2 YSin(p:TO_'_i—i_ T2 f(ngp)
2 T c c

F(Yp)

T =To+

C) La durée 1 de parcours de la lumiére effectuant le trajet ADCBA :

X X 2X  QrX
=To =To+ — — Y,
2 T+c+w(gp)+c—w(<p+Aap) o c? 1Y)

QZO. Le déphasage A® entre les deux rayons :

2w 2
AP =—9¢ = — —
3,01 N c(m —72)
21 2XQ
= )\—jc =2 TYsingo
4
= 7TXYQTsmgoz 7TS n
AoC 0
Qn,
Q21. L’ordre d’interférence p :
Ad S,
p = — = 2
2T AoC

Q22. La difficulté de la mesure d’une variation Ap est liée au faite que la composante €2,, de la vitesse
de rotation de la terre est faible!

Le role du petit rectangle AEFD est de permettre une observation "mesurable" dans le plan focal image
du télescope T.

Q23. Ordre de grandeur :
Ap=0,13

Partie IV- Une application moderne de 'effet SAGNAC :
le gyrométre a fibre

IV.1 Principe de fonctionnement et modulation de phase
Q24' La longueur L = Ny X 27r

StotQ
T

AD,
AoC

ArLrQ  8wNymr? Q
= —-— = — = 8
Ao

c Ao c

Q25. Llintensité :
I= 2’(1 + COSACI)S>

Q26.

a) D’aprés Pexpression de 'intensité I (Q25. ), sa mesure (en partant de A®; = 0) est indépen-
dante du signe de Ad, x € et, donc, du sens de la rotation. Conséquence : la mesure de la variation de [
ne permet pas de discriminer le sens de la rotation.

b) La sensibilité :
1
K= I

ﬂ . 47‘—Stat sin 87TStOtQ
aQl e AoC
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Stot§)
pour Sl <1
AoC

Pour augmenter le sensibilité x, on pourra jouer sur ;
e la section Sy, par I'intermédiaire :

— de la longueur de la fibre,
— du nombre de tours de 'enroulement,

— du rayon de chaque enroulement (bobine).
e la longueur d’onde par choix d’une source laser.

C) La sensibilité x pourra s’annuler pour les faibles vitesses.
Q27.
a) A, = Ad,+ By(t) — By(t — 1) avec By(t) = D, cos(27 fint) :

AP, = AP+ D, cos(2mfipt) — P, cos(27 fir (t — 7))
= A®;+ D, [cos(2m fint ) — cos(27 frn (t — 77))]
= Ad, 20, Siﬂ(?ﬂfmg) sin |:27Tfm ( ):|

3
= A®, — 2, sin(7 f,,7,) sin |:27Tfm ( )

nL c 1
b) m=TT e b=
Ad; = AD, — 20, sin ( ™ Jm ) sin [Qmet _ Wﬁﬂ}
2 fp 2 fp

Pour f,, = fp(2m + 1) avec m entier :

Ad, = AD, — 2B, sin [27r Fint — q = AD, + 2B, cos (27 fnt)
2 ~~

ey

Q28. L’intensité I(t) :

1) = 2 [1 —l—cos(A(IDt)] - ]2[1 + cos <A<I> By cos (27 fint ))}

I(t) = % [1 + cos (ADy) cos <<I>eff cos (27 fnt) ) — sin (A®,) sin (@eff cos (27 fint) )}

IV.2 Analyse harmonique

Q29. Décomposition en série de FOURIER :
I

L=
I

I(t) =11 + I + I3 avec L= 50 0s (AD) [ eff) + 22 )" Jan(Peyy) cos(47rnfmt)]

Jo(®
Lo . .
Is = —25 sin (A®y) nz;)(—].)njgn_i'_l((beff) cos <2(2n + 1)7rfmt>
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En se limitant aux trois premiers termes :

I,
o = 5 14 Jo(Peyy) cos (ADy)

I(t) =i, + i1 cos(27 fint) + ig cos(4m fint) avec iy = I, J1(®.ff) sin (Ad)

ig == —IOJQ((I)eff) COS (A‘I)s)

Q30.

a) En I'absence de rotation, A®, = 0. D’ou i1 = 0.

b) i1 = —IoJ1(Peypp) sin (AD,) et sin (Ad,) est une fonction impaire. Connaissant i, on aura
accés au signe de AP, o €2 : donc au sens de la rotation.

Q31. Expression de p(t) :
p(t) = Kpd(t)s(t)

= KpKs,cos(2m fmt) [io + i1 coS(27 fint) + io cos(47rfmt)}
= K,Ks, [io coS(27 fint) + i1 €082 (27 fit) + g cos(27 fint) cos(47rfmt)]

= K,Ks, [z’o cos(2m ft) + %1 (14 cos(4m fmt)) + %2 (cos(27 fint) + cos(67rfmt))]
= po+ p1cos(2m ft) + po cos(4m ft) + ps cos(67 fit)

Avec : )
12

i1 .
Do = §KK])80 , P11 = KKpso <Zo + 5

i1 02
) , p2:§KKpso et pgziKKpso

Q32. L’objectif c’est d’extraire la valeur de i1. i1 figure dans la composante p, qui est un terme constant.
La cellule (R, C) (comme filtre passe-bas) sert, alors, & isoler le terme p,.

1
La fréquence caractéristique de cette cellule est w, ~ e T Pour extraire la composante continue p,,
T

1
il faut se placer dans le domaine de fréquences f,, telles que f,, < w, ou — > 10f,,.
T

Application numérique : pour f,, = 30 kHz, une valeur convenable de 7 est 2,2 us (R = 1 kQ et
C =2,2nF).

Q33. Application numérique, Ji(1,8) = 0,58 :

—2u
in (AD,) = ~  A®, =0,54 rad
sin (APs) K, KI,50J1(1,8) : e

cAo cAo

Q= g= o
AnLr 8m2Nyr2

AP, =8,4x 1073 rad.s™!

IV.3 Simulation informatique

Q34.

a) Equation différentielle :

p(t) = Ri(t) +u(t) et i(t)= cdzgt) = Tdi‘l(tt) +ult) = p(t)
b)
20 _ PO pp(s) uir)
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di’f) — () ult) = /tnw du(t) = /t nm F(p(t), u(t))dt = ¥,
= U(tng1) —u(tn) = ¥y
= Up+1 — Up = \Ijn

Q35. Méthode n° 1

e Méthode des rectangles :

tn+1
c’est la méthode consiste & approcher / f(p(t),u(t))dt par (tp+1 — tn) X f(p(tn),u(ts)).
tn

f(p(), u(t))

f(tn-i-l)
f(tn)

Soit :
Wy~ (tn1 — tn) X f(p(tn), u(tn)) = h x f(p(tn), u(ts)) = g (p(tn) — u(tn))

e La relation de récurrence s’écrit :
Upt+1 = Up + h x f(pn)un)
e [l s’agit de la méthode d’EULER explicite.

Q36. Méthode n° 2 : méthode améliorée de RUNGE-KUTTA

e Méthode des trapézes : On rappelle que I'aire d’un trapéze est égale a la moitié du produit de la somme
des longueurs de sa grande base et de sa petite base par sa hauteur ;
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[ 0000 i 1) [ Ll ) S0l )

e L’évaluation approchée de .y est : Upt1 = up + hf(tn) = up + hf(pn, un)

e La relation de récurrence :

f(thrl) + f(tn):|

Up+l = Up + (tn+1 - tn) |: 9

et st tn) + S

=t [ (nststn + S i) + ()]

Q37. Programme Python & compléter :

* bloc ligne 32 :

s )

#definition de f
#f=(p—u)/tau
def f(x,y):

return (x—y)/tau

x bloc ligne 44 :

#definition de la liste T des N dates tn
T=]
for n in range(N):

T=nx*xh
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x bloc ligne 49 :

#definition de la liste P des valeurs p(tn)
P = [p(tn) for tn in T]

* bloc ligne 53 :

e B

#Calcul de U par la methode d’Euler ;
#La Liste U des valeurs u(tn)

#

#u_ nt+l=u n + hf
#

def E(P):

U=|0]# initialisation avec u(0)=0
for n in range(1,N):
U.append (U[n—1]+h*f(P[n—1],U[n—1]))

return U

* bloc ligne 64 :

'a 3

#Calcul de U par la methode de Rang Kutta ;
#La Liste U des valeurs u(tn)

#

#r=f(p(tn),u(tn))

#u_ntl=u nt+h/2(r+f(p(t_),u(t {n}4rh)))

#

for n in range(N—1):
r = £(P[n],U[n])
U.append (U[n]+(h/2)*(r+f(P[n+1],U[n]+r=xh)))
return U

Q38.

’ N¢ du couple ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘
Nom de
" la figure

(1, Pesy) (500 ps, 1,8 rad) | (50 ps,1,8 rad) | (5 ws,1,8 rad) | (50 us,3,8 rad) | (50 us, 5,4 rad)
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CONCOURS COMMUN - CMP

EPREUVE DE PHYSIQUE II-MP

La loi de WIEDEMANN-FRANZ

En 1853 les physiciens allemands GUSTAV WIEDEMANN et RUDOLF FRANZ remarquérent expérimen-
talement que le rapport de la conductivité thermique A d’un métal par sa conductivité électrique v semblait
constant pour tous les métaux.

Une vingtaine d’années plus tard, en 1872, le physicien danois LuDvVIG LORENZ découvrit qu’en fait ce
rapport dépendait linéairement de la température selon la relation

i = kT

Y
Cette relation est désormais connue sous le nom de loi de WIEDEMANN-FRANZ et la constante k, appelée
coefficient de LORENZ, est indépendante du métal considéré.

Apres sa découverte expérimentale, cette relation est restée pendant longtemps un grand mystére pour
les physiciens et questionnait sur le probléme du transport de 1’électricité et de la chaleur dans les métaux.
Elle résista a la modélisation pendant un demi-siécle.

Avec la découverte de ’électron et de ses propriétés en 1897 par le physicien anglais JOSEPH THOMPSON
des modéles furent envisageables. L’un des tout premiers est établi par le physicien allemand PAUL DRUDE en
1900, il permet d’interpréter le transport des électrons dans les métaux dans le cadre d’un modéle classique..

Ce modéle permet de justifier certains traits de la loi de WIEDEMANN-FRANZ mais n’apporte pas toute
satisfaction..

Il sera repris une trentaine d’années plus tard dans un contexte quantique par les physiciens allemands
ARNOLD SOMMERFELD et HANS BETHE. L’analyse microscopique fine des solides devenait possible : elle
fut & l'origine de trés grandes avancées technologiques qui jalonnérent le XXe siécle et reste encore tout a
fait d’actualité.

Nous proposons dans ce sujet de commencer (Partie I) par étudier un protocole expérimental permettant
de déterminer la conductivité électrique d’un métal (le cuivre). La loi de WIEDEMANNFRANZ sera alors
démontrée dans un modéle statistique simple (Partie I7), puis elle sera testée expérimentalement pour le
cuivre (Partie I171). Ces trois parties sont trés largement indépendantes.

Sauf mention contraire, on limitera les applications numériques & des estimations ne comportant au plus
que deux chiffres significatifs. Les données numériques utiles pour réaliser les applications numériques ainsi
qu'un formulaire sont rassemblés en fin d’énoncé. Les vecteurs unitaires sont surmontés d’un chapeau :
[ || = 1.

V.— Détermination expérimentale de la conductivité électrique du cuivre

Dans cette partie, on cherche & mettre en place un protocole expérimental permettant de déterminer la
conductivité électrique du cuivre et & exploiter un résultat de mesure.

Pour ce faire, on dispose d’un fil de cuivre de longueur 10,0 métres, de section circulaire de diamétre
2,0 mm, recouvert d’une résine isolante, que 1'on enroule grossiérement pour réduire I’encombrement (on
néglige toute déformation due & 'enroulement). Ce fil est plongé dans un bain thermostaté, muni d’un
agitateur, pour maintenir sa température au voisinage de 20°C.

On commence par connecter le fil aux bornes d’'un ohmmétre dont un extrait de la notice est fourni dans
la table 1.

On se place sur le calibre le mieux adapté. L’ohmmeétre affiche 0,1 2.
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0 1 — Quel calibre est le mieux adapté pour cette mesure (on justifiera ce choix) 7 Quelle incertitude
doit-on associer a la valeur affichée 7 Commenter

Chute de
Calibres Précision Résolution
tension maximale
50 mA pc 0,3% L + 2 UR < 800 mV 100 pA po
500 mA pc | 0,3% L + 3 UR < 800 mV 100 pA pe
10 A pc 1% L + 3 UR < 700 mV 10 mA pc

TABLE 1: Tableau extrait de la notice de I'ohmmeétre utilisé.

ampéremeétre, dont les notices indiquent :

On cherche a déterminer la résistance électrique du fil a 'aide d’un autre montage, exploitant la loi d’OHM,
un générateur de courant continu pouvant délivrer quelques ampéres sous quelques volts, un voltmétre et un

Calibres Précision Impédance d’entrée Résolution
500 mV pC 11 MQ 0,1 mV pc
5V bc 11 M 1 mV pc
50 V pc 0,3% L + 2 UR 10 mV bc
500 V pc 10 MO 100 mV pC
600 V nc 1V no
TABLE 2: Tableau extrait de la notice de 'ampéremétre
Calibres Précision Impédance d’entrée Résolution
500 mV pC 11 MQ 0,1 mV pc
5V bc 11 M 1 mV pc
50 V pc 0,3% L + 2 UR 10 mV bc
500 V pc 10 MO 100 mV pC
600 V nc 1V no

TABLE 3: Tableau extrait de la notice du voltmétre.
représentés sur la Figure 1.

Pour mesurer une résistance & ’aide d’un voltmétre et d’'un ampéremétre, deux montages sont possibles et

B Uy B U
‘ © —©
@I# R RS R |
Montage 1 Montage 2
D

D

FIGURE 1: Mesure d’une résistance

_|Ri—R|

[J 2 — En notant respectivement R4 et Ry les résistances internes de 'ampéremeétre et du voltmetre,
évaluer pour chacun de ces montages 'erreur systématique &; 5

ou Ri = I— représente la résistance
i
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mesurée dans chacun des montages ¢ = 1 ou ¢ = 2. Représenter sur un méme graphe les variations de
cette erreur relative en fonction de R. Justifier que, dans cette expérience, seul 'un des deux montages est
pertinent.

Avec le montage adapté, pour une intensité lue & 'ampéremétre de 5,23 A, le voltmétre affiche 287,5 mV
(a chaque fois, on se place sur le calibre le mieux adapté).

[ 3 — Estimer (avec un chiffre significatif) la résistance électrique du fil. Comparer (de maniére chiffrée)
la précision de cette seconde méthode de mesure a celle de la question [J 1 —Comment procéder pour
améliorer encore la qualité de cette seconde mesure ?

[J 4 — Deéduire de la question précédente une estimation de la conductivité électrique du cuivre.

VI.— Relation entre conductivités thermique et électrique dans un métal

Dans cette partie, on se propose d’établir la loi de WIEDEMANN-FRANZ. Pour ce faire, on considére un
fil de cuivre rectiligne d’axe Ox, homogéne et comportant n électrons de conduction par unité de volume.
Lorsqu’un champ électrique uniforme et permanent E est appliqué a ce matériau, chaque électron de vitesse
U et de masse m est soumis a la force de COULOMB [ ¢ imposée par ce champ et & une force de frottement

fluide fp=——T1 qui modélise macroscopiquement l'interaction de 1’électron avec le matériau.
T

[J B — En écrivant le principe fondamental de la dynamique & cet électron, déterminer sa vitesse limite
dans ce modéle. En déduire I'expression de la conductivité électrique v du matériau.

On peut s’interroger sur le sens physique de la durée 7. On adopte pour cela le modéle suivant : Soit un
ensemble de N électrons de conduction. On désigne par 71(t) la vitesse, a l'instant ¢, du i—€me électron de
cet ensemble. On note ?Z(t) la quantité de mouvement a l'instant ¢ moyennée sur I’ensemble des porteurs
de charge, soit

1 N
Tilt) = ~ > mi()
=1

Lors de son déplacement, un électron subit diverses collisions ; on note jo(t) la quantité de mouvement

du i—éme aprés 'une de ces collisions. Un électron pris au hasard subit une collision entre les instants ¢ et
t + dt avec une probabilité dt/0 ou 6 est une constante positive. On rappelle qu’en 1’absence de collision il

est uniquement soumis a f ¢.

dt dt
[ 6 — Justifier la relation ;(t + dt)zg ;»fo + (1 - 0) i) + 7cdt
dpi(t)
[J 7 — Déduire de équation précédente une relation entre , ?i(t), 70 et 6 dans la limite dt — 0.

d

Commenter ’expression obtenue et relier 6 & la durée 7.

On note II(¢) la probabilité qu’un électron n’ait pas subi de collision entre un instant initial ¢ = 0
et l'instant ¢. L’instant initial est choisi tel que ’électron a subi sa derniére collision & l'instant ¢ = 07,
c’est-a-dire juste avant l'instant initial.

[J 8 — Par une approche semblable a celle de la question O 6 —établir 'équation différentielle vérifiée par
II(t) pour t > 0. Intégrer cette équation pour obtenir I'expression de II(¢) en fonction de 7, puis calculer la
moyenne temporelle de la durée entre deux collisions subies par un électron. En déduire une interprétation
physique de la durée 7.

Pour obtenir 'expression de la conductivité thermique, on adopte un modéle unidimensionnel de type gaz
parfait. On note v la vitesse quadratique moyenne des électrons et on considére qu’ils se déplacent de fa, con
équiprobable selon +u, ou —u, & la vitesse v. Dans ce modéle, I’énergie thermique est véhiculée globalement
par les électrons le long de 'axe Ox, au gré des chocs. On se place également en régime stationnaire. On
note &€ (T'(z)) I'énergie cinétique moyenne d’un électron situé en z (a la température T'(x)).
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[J 9 — A Paide d’un bilan sur une section droite de métal située a Pabscisse &, montrer que le flux
thermique j, par unité de surface s’écrit :

) 1
Jg = 5mv € (T(x—wvT1)) = E(T(x 4 v7))]
. o R . . . dr
[J 10 — En précisant les différentes hypothéses de votre calcul, exprimer j, en fonction de v, 7, n, Ir et
x
d€
de la chaleur spécifique d’un électron Cyy = —. En retrouvant la loi de Fourier dans cette relation, déduire

I’expression de la conductivité thermique v du gaz d’électrons.

J 11 — Dans le cadre du modéle du gaz parfait classique monodimensionnel exprimer finalement ~ en
fonction de n, T, kg, 7 et de la masse m de I’électron.

A
0J 12 — Exprimer le rapport T oo fonction de e et kB dans le modéle classique monodimensionnel

étudié jusqu’a présent. Comment se généralise cette relation dans le cas tridimensionnel 7 On justifiera sa
réponse. Cette relation donne le coefficient de Lorenz dans le modéle classique de DRUDE.

En fait le gaz formé par les électrons libres contenus dans un métal ne peut absolument pas étre décrit
dans un contexte classique méme & température ambiante. Un modéle quantique tridimensionnel proposé
par ARNOLD SOMMERFELD en 1926 donne les résultats suivants :

w2 (kT 1
CV:2(€F)kB erimU%

ou e et vp sont respectivement 1’énergie de FERMI et la vitesse de Fermi du gaz d’électron.

Dans ce modéle quantique la vitesse des électrons est donnée par leur vitesse de FERMI.

On admet enfin que les expressions de la conductivité thermique obtenue a la question [0 10 —révisée a la
question [ 12 — et celle de la conductivité électrique de la question [ 5 —restent valides dans un contexte
quantique.

— Exprimer le coefficient de LORENZ k en fonction de e et kp dans le modéle quantique proposé
13 Exprimer le coefficient de L fonction de e et kg dans le modél ti <
par SOMMERFELD. Cette relation constitue la loi de WIEDEMANN-FRANZ dans le modéle de DRUDE-
SOMMERFELD.

[J 14 — Comparer les valeurs du coefficient de Lorenz dans les cas classique et quantique. Pour les
métaux conducteurs ’énergie de Fermi des électrons est de 'ordre de ’électron-volt et on rappelle qu’a

température ambiante kg ~ 0 eV. Que peut-on dire du modéle classique ?

VII.— Détermination expérimentale de la conductivité thermique du
cuivre

Pour déterminer expérimentalement la conductivité thermique du cuivre, il est utile de connaitre sa
capacité thermique massique et sa masse volumique p.

[J 15 — Proposer une expérience permettant de déterminer la masse volumique p du cuivre, puis une
autre permettant de déterminer sa capacité thermique massique c.

Pour accéder expérimentalement & la conductivité thermique du cuivre, on se propose d’étudier la méth-
ode du « flash ». Dans cette méthode, on utilise une plaque de cuivre d’épaisseur constante L = 3,12 mm
selon 'axe Ox et de dimensions grandes devant L suivant les axes Oy et Oz en sorte que la température
dans la plaque est supposée ne dépendre que de z et t.

La plaque est située entre les abscisses © = 0 et x = L et on néglige les pertes latérales par convection ou
par rayonnement. Par linéarité de I’équation qui sera établie a la question OJ 16 —, on supposera (sans perte
de généralité) que la température (exprimée en degrés Celsius) est nulle partout dans la plaque pour t < 0.
A linstant ¢ = 0, une lampe & infrarouge, positionnée du c6té x < 0, émet un flash lumineux puissant. Il en
résulte, en t = 0, un profil de température dans la plaque T'(x,0), dont la forme sera détaillée plus loin.
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[J 16 — Etablir I'équation différentielle vérifiée par T'(z,t) dans laquelle on fera apparaitre le coefficient
de diffusion thermique D que 'on exprimera en fonction des paramétres du probléme.
On cherche des solutions sous la forme T'(z,t) = f(z) x g(t).

[J 17 — Déterminer deux équations différentielles vérifiées par f(x) et g(t). En déduire la forme générale
de la fonction T'(z,t).
Pour modéliser I'effet de la lampe flash, on utilise le profil de température initial suivant :

'L
T(x,0)=4¢ &

0 sinon

si 0<x<d

oul', et L sont trois constantes. L’évolution est suffisamment rapide pour que la plaque puisse étre supposé
isolé en premiére approximation, pour t > 0.

L] 18 — Justifier qu’il faut chercher la solution du probléme sous la forme :
o0
T(z,t) = Z exp(—ant) [un, cos(knz) + wy, sin(kyz)]
n=0
[J 19 — Exprimer les coefficients wy,, puis les coefficients k,, et a,, en fonction de n, L et D.
[J 20 — Etablir I'expression des coefficients u, et en déduire que :
) (nﬂd)
oo Sin T
T(x,t)=T|1+2 221 — 5 exp(—apt) cos(knx)
- o7
L

L’épaisseur § est supposée trés petite devant L. Un capteur optique permet de mesurer la température
T(L,t) de la face arriére de la plaque (située a l’abscisse x = L) en fonction du temps t.

[J 21 — Déduire de I'expression obtenue a la question précédente, que 'expression approchée de T(L,t),
pour t > 0, est :

T(L,t) ~T&(t) avec  £(t)=|1+2 Z(—l)” exp(—aut)
n=1
La Figure 2 représente la courbe £(t) en fonction de «;t.
1
0.8 ———
J,”
0.6
¢ A
0.4 S
0,2 -
~ ot
0 - >
1 2 3 4 5

FIGURE 2: Graphe de la fonction £ en fonction de la variable a1t obtenu & ’aide d’une simulation Python.

On note t; /5 'instant en lequel {(t; /) = 1/2.
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022 — Exprimer une relation entre aq et t; /2-
La Figure 3 représente la courbe expérimentale T'(L,t) obtenue pour la plaque de cuivre étudiée.
T(L,t) [u.a.]
N
émission
du flash
0 g

>t [ms]
16 32 48 64 80 96 112 128 144 160

FIGURE 3: Graphe expérimental de la température (en unités arbitraires) de la face de la plaque en x = L
en fonction du temps.

[J 23 — Estimer la valeur de la conductivité thermique du cuivre.

[J 24 — Les valeurs obtenues aux questions [J 4 —et (J 23 —(on prendra T' ~ 300 k) sont-elles compatibles
avec la loi de WIEDEMANN-FRANZ 7
Données numériques

e c=1,6x10"' C est la charge élémentaire

e kp=1,4%x10"23 JK~! est la constante de BOLTZMANN

e c=14,0x10% J K l.kg—1 est la capacité thermique massique du cuivre
e p=9,0x10% kg.m ™3 est la masse volumique du cuivre

e m=29,1x1073! kg est la masse d'un électron

Formulaire
Pour tout réel o # 0 et pour tout couple (m,n) d’entiers positifs on a :

/acos<m)cos<m)du:{g st m=nz0
0 o o 0 i m#n

S1
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CONCOURS COMMUN - CMP

EPREUVE DE PHYSIQUE II-MP

La loi de WIEDEMANN-FRANZ

VIII.— Détermination expérimentale de la conductivité électrique du
cuivre
[J 1 — Le calibre le plus adéquat est 50092, il présente la résolution qui permet d’évaluer notre résistance.

La résolution est la plus petite variation de la grandeur mesurée qui produit une variation perceptible de
I'indication délivrée par l'instrument.

L’incertitude est :
~0,003x,1+3x0,1

AR 0,2
V3
Donc ,
R=0,1+£0,2Q
La valeur trouvée n’est pas précise.
[J 2 — L’erreur systématique du montage (1) est :
I Ri—R
'"TR
U
Or Tl =R+ R4. D’ou
1
. Ba
"7 R
L’erreur systématique du montage (2) est :
R— Ry
Eo =
Or:
U RR,
I, R+R,
Par conséquent :
R, R

:1— =
&2 R+ R, R+R,

L’allure de ces erreurs systématiques en fonction de R est :

€
4 +1€1
31
21
14
€

r i % % % R

0 1 2 3 4 5
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On a intérét a ce que lerreur systématique soit faible.
La valeur de la résistance R est petite.
On constate que le cas du montage 2 fournit une erreur faible lorsque la résistance R est petite.

[ ] 3 — La résistance du fil est donc :
On a:

U — 987 5mV ot AU — 0,003 x 287,5+2 x 0,1

V3

Quelque soit le calibre utilisé , la précision est la méme.

=0,7TmV;

1x5,2 1
= 5234 ot Af— 0:01x5,234+3x0,0
V3

Car le calibre utilisé est celui de 104 — DC.
La valeur de la résistance est :

= 0,05A.

U 2875 . L
R=—=720107" = 54,97 x 107°Q

L’incertitude sur la résistance est :

AUN? (AT 4

D'ou :
(R=550%40,5) x 10730
[J 4 — L’expression de la conductivité :
Soit :
£ : la longueur du fil; £ = 10,0m :
S sa section , S = mr? avec r : le rayon du fil ; r = 1,0mm ;
On a : L ; ;
R = —— = = — = —
v S TT RS T Rar?
10,0
v = ’ 5 =5,8x107Sm™!
55 x 10737 (107?)
IX.— Relation entre conductivités thermique et électrique dans un métal
[J 5 — On applique le principe fondamental de la dynamique & l'électron dans le référentiel lie au
laboratoire : .
—eE -7 =m®Y
T dt

R . . o . )l . o . d
Aprés un régime transitoire, la vitesse de 1’électron atteint une valeur limite correspondant & g nulle.

L’expression de cette vitesse limite est :

L’expression de la densité volumique du courant est :

_)
j = p? = —nedv
D’ou : )
— —e ne
] = —ne—F = Tﬁ
m m

La conductivité électrique du matériau est alors :
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[J 6 — Si la i-éme particule ne subissait pas de collision, alors sous l’effet de la force de Coulomb, on

aura :

T (t+ dt) )+ fedt

Si la i-éme particule ne subissait que la collision alors :
Pilt+dt) =7},

On tient compte du fait que la particule subit une collision avec une probabilité de

dt
pour qu’elle ne subisse pas de collision est : (1 — 0).

On aura donc :

0

dt dt
Vi (t+dt) = 0 Tt (1 - ) [?i (t) +7cdt}
[] 7 — On développe la relation précédente :

dt dt
Bt dt) =B (0) = 5 Bo+ fodt - 5 ?cdt

— —
. (t+dt) — pi (t 1 1 1
A d?& P ():9 Zo+7c—§7i(t)—§?cdt

En remarquant, lorsque dt tend vers zéro que :

P (t+dt)—pi(t)  dT;(t)
dt o dt

Donc :

t
—, et la probabilité

On g’intéresse a toutes les particules, en sommant sur les N électrons , on obtient avec dt qui tend vers

0, 70 et # qui sont finis :

N 4 N |
Z 22572—0"‘]\[?0—52?1@)_
i=1 i=1 i=1
Donc :
N 1
N 927 +Nfo-SNF )
D’ou :

N
W _ LS g+ Te-t70

dt NGO <
=1

1
Le terme N - E ?l 0» est la moyenne des quantités de mouvement aprés le choc , cette valeur moyenne

=
est nulle car les différentes directions sont équiprobables.
D’ou le résultat :

d%?:?c—éﬁ(t)

0=t

On en déduit que :
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[J 8 — La probabilité II(t 4+ dt),qu’un électron n’ait pas subi de collision entre ¢ = 0 et ¢ + dt est la
probabilité pour que I’électron n’ait pas subi de collision ni entre ¢ = 0 et ¢, ni entre ¢ et t + dt.
La probabilité II(t + dt) est doc égale au produit des deux probabilités :

1 (¢ + dt) = T (1) (1_%’5) — () (uf)
Donc : @t
H(t—i—dt)—H(t):—H(t)?

Par conséquent :

On intégre :

() =T (0)e T

L’électron a subi sa derniére collision & 'instant t = 0~.
La probabilité qu’un électron n’ait pas subi de collision & 'instant ¢ = 0 est donc 1.
D’ou :

t
IM(t)y=e 7

[J 9 — Prenons une tranche comprise entre © — 7v et x + TV.
L’énergie traversant la section droite située & l’abscisse x dans le sens des z croissant est :

dEy =€ (T (z —vT)) gS’UT

1
— car une particule a la méme probabilité de se déplacer vers la gauche ou vers la droite.

L’énergie traversant la section droite située a I'abscisse & dans le sens des x décroissant est :

dEy =€ (T (z +v7)) %SUT

1
jo=[e (T (@ —vr)) =& (T (@ +v7))] 5 Svr o=
D’ou :
Jo=zve(T(x—vr)) —e(T (x4 v7))]
J10 —
nv de dT2 o dT
=————27v=—nmvCy—
Y= " ard d
La conductivité thermique est alors, d’aprés la loi de Fourier :
\ = nrv?C,
011 — L’énergie cinétique associée & une particule astreinte a se déplacer uniquement suivant ’axe des
T est :
1k T
€= =
okB
D’ou : ) . J .
9 €
= - =—kpT = C,=— ==k
ST M TRl T e = g T ke

Par conséquent :

A =nro’C, = nTk—B—kBT = LT]{%T
Y 2 m 2m
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12 —
nre?
’y:
m
A _nTk:%T mo k%

AT~ 2m nre2T  2e?

1
Dans le cas tridimensionnel, la probabilité pour qu'un électron ait le sens des x croissant est 3 et non 5

; il faut donc diviser la formule trouvée de X par 3 :

1
A= gnTUQCU
D’autre part, ’énergie cinétique de 1’électron est :
1 de 3 3kpT
== = kT = C, = — = Sk t v =
9 muv 9 B dT 9 B (& [ m
On remplace :
1 3kp3kgT 3nTkiT
A= -nmv?Cy = —n7 BORBL_ ONTHp

n
3 3 2 m 2m
Par conséquent :

2

A _ 3k

~NT  2e2
[J 13 — Les expressions des conductivités thermique et électrique en tenant compte des résultats préceé-
dents.

ntv2C, nre?
m
Le coefficient le Lorenz est donc :
A nrv2Cym ntm 2ep w2 k%T

AT~ 3n7e2T ~ 3n7e2T m 2 ep

Alors :
A _mkg
~NT 3 €2
[J 14 — Dans le cas classique,
3k%,

Rclassique = 202

Dans le cas quantique,

7T2k:]23
Rquantique =
q q 362
w2k? 2
. — B _ 2 ) ~ 9 )
Rquantique = 32 §7T Relassique = 4Rclassique

L’ordre de grandeur du C,, est :

w2 (kT w2 1 1
Cob=—|— | kp~ ——kp~ -k
2(5F> B~ 40P~ 8P

3
Cette valeur est différente de la valeur classique : C), >~ 51{:3.
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X.— Détermination expérimentale de la conductivité thermique du cuivre

[J 15 — On peut déterminer la masse volumique du cuivre en mesurant la masse d’un échantillon de
cuivre & l'aide d’une balance et son volume a I’aide d’une éprouvette graduée.

On peut aussi déterminer la capacité thermique du cuivre en utilisant un calorimétre. On introduit
une eau de température fixée et un échantillon de cuivre chaud de température connue. En mesurant la
température de I’équilibre lorsqu’on introduit le morceau de cuivre dans le calorimétre, on peut en déduire
la capacité du métal.

[J 16 — La plaque du cuivre est caractérisé par :
¢ : Capacité thermique massique supposée constante;
p : Masse volumique supposée constante;
A : Conductivité thermique

X [lx+dx ’

Le bilan thermique dans la couche comprise entre = et x 4+ dx permet d’écrire :

aT
Jin(x)Sdt — jun(x + dx)Sdt = demcadt
Donc : 9 a7
Jth _ ol
D Sdxdt = pScdx 5 dt
On utilise la loi de Fourier : -
Jth = —Agrad (T)
On en déduit :
9°T or oT X 0°T O°T
AN =pcrr = —=——5=D—
Ox2 ot ot pc Oz Ox?
[J 17 — Les fonctions f et g vérifient donc les équations différentielles :

f(2)g'(t) = Df"(x)g(t)

Donc :

S0 @)
g(t) f(x)
La fonction f(z) ne dépend que de la variable z, alors que la fonction ¢(¢) ne dépend que de la variable
t. Les deux termes sont donc égaux a une constante 3.
D’ou : 5
g'(t) = Ba(t) et (@) = 5 f(@)

La solution de ’équation différentielle vérifiée par la fonction g est :

g(t) = aelt

La solution ¢(t) ne doit pas diverger, la constante S doit donc étre négative.
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On posera : 3 = —a? = —Dk?.
D’ou ,
g(t) — ale—Dk t

La solution de ’équation différentielle vérifiée par la fonction f est :

f(@) + K f(x) =0

f(z) = by cos (kx) + dy sin (kz)

D’ou l'expression de T(x,t) :

T (z,t) = e " (bcos(kx) + dsin(kx))

[J 18 — solution proposée vérifie bien I'équation différentielle :
or _ o
ot 0x?
119 — .
T (z,0) = Z (un cos (knz) 4+ wy, sin (k,x))
n=0

Le profil de la température est tel que :
Le flux surfacique entrant en z = 0 est :

oT
A (x=0) =
5 (x=0)=0
Or :
g: = Z (—unknp sin (kpz) + wyky, cos (kyx))
n=0

Ceci est vrai en x = 0, pour tout mode n donc :

wy, =0
D’ou : -
T (z,0) = Z (uy, cos (knx))
n=0
Et : -
oT .
o Z (—unkn sin (kpz))
n=0
Le flux surfacique entrant en z = L est :
oT
x
pour tout mode n donc :
k,L =nm
D’ou : nr
]{Jn = T
La relation entre v, et k,, est telle que : k?L = %.
Par conséquent :
o2 D
=1
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[] 20 — On obtient donc a t =0 :

T(x) = niéoun cos (n%)

L’expression est celle d’'une décomposition e série de Fourier d’une fonction périodique paire de période

spatiale : 2L.

3

La décomposition en série de Fourier de cette fonction permet d’avoir les résultats :

9
uy = % ; Ed:p =T
wn =22 [ L oy (10 gy = 2EL L [, (nnzy]?
n oL J, o L L § nrw L /o
Par conséquent :
nmwd
2I'L nmwd o < L >

Un = ——=sin (L) - nmwd

L

En utilisant ces résultats , on peut donc écrire, avec o, = nsz =

. nmd
> M\ nrx
T(x,t) =T+ Z 2T cos ( ) e ont
n=1

nmwd L

L
. , ) )
[J 21 — On fait un développement de la fonction lorsque I << 1.
. nmd
sin [ —
L ~1
nmwd -
L

D’ou :

o
T(L,t) =T+ Z 2T cos (n) e ! =T

n=1

oo
1+2)° (—1)"6—%'5]
n=1
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[] 22 — Cherchons la relation entre o et t; :

oo
£(tiy) =1+ 22 (—1)e "oty = %
n=1

D’ou :
o0

$° Capetomns _ ]

n=1
D’aprés le graphe, a a1t = 4, on est a 95% de la valeur finale.
On peut confondre la somme avec son premier terme.
7041t% 1
e =-
4
[] 23 — La valeur maximale de T(L,t) est Tua.

Le temps t; /5 est donc égal a 12ms.
Or :

™D 14
ol = ——— = —
FTLT T by
Par conséquent :
1,417
D==
7T2t1/2
On en déduit la conductivité thermique :
1.4L2
A= pcD = pc
7T2t1/2
AN :
A=410WmtK™!
[J 24 — On utilise les valeurs trouvées précédemment :

A Kk =23x 107281
~T

272
kg

Rquantique = W =25 X 10_951
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CONCOURS COMMUN - INP

EPREUVE DE PHYSIQUE-CHIMIE - TSI

Présentation générale

Le hockey sur glace est un sport d’équipe se jouant sur une patinoire. L’objectif de chaque équipe est de
marquer des buts en envoyant un disque de caoutchouc, appelé palet, a I'intérieur du but adverse situé a une
extrémité de la patinoire. Les joueurs se déplacent en patins & glace et dirigent le palet a ’aide d’un baton
de hockey également appelé crosse. Cette derniére est composée de deux parties : le manche qui permet
au joueur de tenir la crosse et la palette qui permet de taper dans le palet. Le terrain de jeu, la patinoire,
mesure 60 métres de long sur 30 métres de large.

PROBLEME 1 Etude des différents outils utiles a la pratique du hockey
sur glace

Partie I - Mouvement du palet sur la glace

Le palet est fabriqué en caoutchouc avec une masse moyenne de 160 grammes. Sur la glace, le palet
peut atteindre des vitesses exceptionnelles du fait de la puissance des joueurs. En Russie, lors des épreuves
d’habileté de la Ligue continentale de hockey, le défenseur Aleksandr Riazantsev a établi un nouveau record
du monde en janvier 2017 avec une frappe a 183,67 kmh~! soit environ 50 ms~!.

Au cours d’une séance d’entrainement a ces épreuves d’habileté, un joueur de hockey propulse le palet, &
I’aide de sa crosse, sur un plan recouvert de glace et incliné d’'un angle a = 20° par rapport a 'horizontale.
La position du centre d’inertie du palet est repérée sur un axe (Ox) de méme direction que la ligne de plus
grande pente et orienté vers le haut. On note (Oy) I'axe perpendiculaire au plan incliné et orienté vers le
haut. Les vecteurs o, et 7y sont des vecteurs unitaires dirigés respectivement selon les axes (Ox) et (Oy)
. Le centre d’inertie du palet est noté G (figure 1). a l'instant initial, le palet se trouve a l'origine du repére.
L’intensité du champ de pesanteur terrestre g est estimée a 10 ms™!

vy X

FIGURE 4: Schéma du palet sur le plan incliné
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Documentl- Lois de Coulomb

On appelle action de contact ’action mécanique qu’exercent I'un sur 'autre deux solides dont les surfaces
sont en contact.
Lorsque les deux solides en contact ne glissent pas I'un sur ’autre, on a:

— —
| R[]l < fs||Rn|

ol Rr est la composante tangentielle et Ry la composante normale de la réaction exercée par un solide sur
lautre. fg est le coefficient d’adhérence (également appelé coefficient de frottement statique) qui dépend de
la nature et de ’état des surfaces en contact.

Lorsque les deux solides en contact glissent I'un sur 'autre, on a:

— —
| Rl = fp| RN

ou fp est le coefficient de frottement dynamique qui dépend de la nature et de ’état des surfaces en contact
avec fp < fs.

Valeurs usuelles:

fp (bois sur bois) = 0,40; fp (caoutchouc sur glace) = 0,050; fp (acier sur glace) = 0, 020.

Dans une premiére phase (propulsion du palet par la crosse sur le plan incliné), on considére les frottements
comme négligeables. La palette de la crosse est en contact avec le palet.

Ql. Choisir un référentiel afin d’étudier le mouvement du palet durant la propulsion et le préciser. Peut-il
étre considéré comme galiléen dans le cadre de cet entrainement ?

Q2. Etablir un bilan des forces qui s’exercent sur le palet durant la propulsion et les représenter sur un
schéma cohérent sans souci d’échelle.

Q3. Exprimer l'intensité de la force de propulsion F' exercée par le joueur sur le palet en fonction de
I’accélération a du palet, de I’angle d’inclinaison « du plan, de la masse m du palet et de 'intensité du champ
de pesanteur.

Q4. Sachant que la propulsion due au joueur de hockey dure 0,5 seconde et que le mouvement est
uniformément accéléré, quelle doit étre 'intensité de la force de propulsion pour que le joueur égale le record
du monde de vitesse sur ce plan incliné ?

Dans une deuxiéme phase, le palet n’est plus en contact avec la crosse et est en mouvement de translation
rectiligne vers le haut du plan incliné. On considére les frottements comme négligeables.

Q5. Sur un schéma, représenter les forces qui s’exercent sur le palet. Ces forces ont-elles un caractére
moteur, résistant ou sont-elles sans effet lors du mouvement du palet vers le haut du plan incliné ?

Qﬁ. Déterminer l'expression de x , déplacement du palet selon l'axe (Ox) .

Q7. Montrer que la distance d parcourue par le palet avant de s’arréter est donnée par la relation:

2
d=——7"7—
2gsin o
ol v, est la vitesse initiale selon 'axe (Ox) au début de la deuxiéme phase.
On cherche & établir la distance qui a été nécessaire pour que le palet s’arréte lors de 1’établissement du
record du monde sur une patinoire de surface horizontale. Il faut tenir compte des frottements.

Q8. Les forces de frottements sont-clles conservatives ?

QQ, Calculer le travail de la composante }TT) de 'action de la glace sur le palet lors du déplacement du
palet.
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—
Q]_O. On considére que la composante Ry est un vecteur constant. Quelle distance faut-il au palet pour
s’arréter 7 Combien de longueurs de patinoires le palet pourrait-il parcourir avant de s’arréter 7

Partie IT - Etude de la crosse

Pour manipuler le palet, les joueurs utilisent une crosse de hockey composée d’un manche et d’une palette.
La crosse est suspendue par 'extrémité supérieure du manche (point O) & un axe horizontal (O,) fixe par
une liaison pivot supposée parfaite et peut ainsi osciller. L’axe (Oz) est dirigé vers 'avant de la figure 2.
L’écart de la crosse de hockey avec la verticale est repéré par 'angle.

La crosse posséde:

- une masse totale M,

- un centre de masse G qu’on considérera situé sur le manche avec OG = h,

- un moment d’inertie total J (en kgm?) par rapport a 'axe (Oz).

Les vecteurs g, 7y et U sont des vecteurs unitaires dirigés respectivement selon les axes (Oz), (Oy)
et (Oz).

XN

FIGURE 5: Schéma de la crosse de hockey

Qll. Rappeler la loi du moment cinétique pour un solide en rotation autour d’un axe orienté (Oz).
En I'appliquant et en négligeant les frottements de I'air, montrer que I’équation différentielle du mouve-
ment de la crosse peut se mettre sous la forme:

J6 + Mghsing =0 (25)

Q12. Dans le cas d’oscillations de faible amplitude au voisinage de la position d’équilibre, réécrire
I’équation (1). L’équation obtenue sera notée (2).

Q13. En déduire 'expression de la période des oscillations.

Q14. établir une intégrale premiére du mouvement & partir de 1’équation (1). Cette équation sera notée

(3).

Q15. Expliquer en quoi cette équation (3) fait apparaitre les différentes formes d’énergies. Vérifier, a
partir des unités de base du Systéme International, que les différents termes sont homogénes a des énergies.
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0 o

Figure 3 - Portrait de phase associé au mouvement d’un pendule représentant 6 en fonction de 0

Afin de modéliser la crosse de hockey en laboratoire, on utilise un pendule oscillant. On trace expérimen-
talement le portrait de phase associé au mouvement du pendule (figure 3).

Q]_G. Le mouvement est-il pendulaire ou révolutif ? Expliquer.

Q17. D’aprés ce portrait de phase, quelle critique pouvez-vous faire vis-a -vis des hypothéses posées au
début de cette partie ?

Q18. Expliquer, sans calcul, a partir de quelle équation, modifiée, on peut obtenir le portait de phase de
la figure 3. Préciser ’évolution du tracé de ce portrait de phase au cours du temps.

Partie III - étude des matériaux composant les cages de hockey

Les cages de hockey sont dotées de tiges en acier. Ce matériau est utilisé car les tiges de ces cages peuvent

subir des impacts de palets a trés hautes vitesses.

Document 2-Le fer et ses propriétés

L’examen des propriétés du fer, qui est un métal gris, révéle qu’il n’est pas mécaniquement trés performant.
Il manifeste en effet une faible résistance a la traction et une faible dureté. De plus, il est trés peu résistant
a la corrosion. Le fer pur existe sous différentes formes parmi lesquelles le fer «, qui est la forme stable
a température ambiante et présente une structure cubique centrée et le fer v, forme stable & température
élevée et qui présente une structure cubique faces centrées. Le fer a a une masse volumique de 7,9g cm™3
alors que celle du fer v est de 7,6 gem™3 .

Pour augmenter les performances mécaniques du fer, il faut diminuer ses possibilités de déformation, en
insérant par exemple des atomes étrangers dans la structure cristallographique. Les aciers, par exemple, sont
des alliages d’insertion -carbone. Ils présentent de nombreux avantages tels qu'une forte résistance aux chocs
et & la déformation. Ils sont de plus recyclables.

Document 3-Les alliages

Les alliages sont des solides constitués par plusieurs métaux ou obtenus par addition d’un non- métal (type
carbone ou bore) a un métal. Les propriétés physiques des alliages peuvent étre trés différentes de celles
observées pour les corps purs constituant ’alliage.

Les alliages d’insertion sont obtenus en insérant des atomes dans les sites interstitiels de la structure cristal-
lographique d’un métal. Dans des structures compactes, seuls des atomes de petits rayons tels que le carbone
(r =77 x 1073 nm ) peuvent occuper les interstices.

Source : Chimie tout-en-un MPSI-PTSI, Bruno Fosset, Jean-Bernard Baudin, Frédéric Lahitéte (édition
Dunod 2013)
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Document 1

Masse molaire du fer: MFe = 56 gmol~!

Constante d’Avogadro : N4 = 6,0 x 1023 mol~!

Produit de solubilité de Fe(OH), dans I'eau: Kg; = 10715 &4 25 °C
Produit de solubilité de Fe(OH)3 dans I'eau: Kgo = 10737 & 25 °C
Produit ionique de l'eau : K, = 107 a 25 °C

ng. Le fer a pour symbole ggFe. Donner la composition (nombre de protons, de neutrons et d’électrons)
d’un atome de cet élément.

QZO. Donner la configuration électronique du fer dans son état fondamental en nommant les régles et le
principe utilisés.

Q21 . Le fer peut passer de la forme fer « a la forme fer v. Quel nom donne-t-on a ce type de transformation
?

L’austénite est un alliage dans lequel le fer peut adopter une structure de type cubique a faces centrées.

FIGURE 6: Exemple de structure cubique a faces centrées.

Les points noirs représentent les centres des atomes de fer. La longueur de 'aréte du cube (ou paramétre
de maille) est notée a

Q22. A P’aide de la figure 4, déterminer le nombre d’atomes de fer dans une maille, noté N.

Q23. Connaissant la masse volumique et la masse molaire du fer , montrer que le paramétre de maille a
vaut 3,7 x 10719m

Q24. Sachant que les spheéres figurant les atomes sont en contact suivant la diagonale d’une face de la
maille, vérifier que le rayon d’un atome de fer v est d’environ 1,3 x 1071%m

Q25. Reproduire la structure cubique & faces centrées sur votre copie. a l’aide de croix rouges, indiquer
la position des sites octaédriques.

Q26. Quel doit-étre le rayon maximal d’un atome s’insérant dans un site octaédrique pour créer un
alliage ?

Q27. Comparer cette valeur au rayon d’'un atome de carbone. Quel peut étre l'effet de I'insertion d’un
atome de carbone dans la maille 7
On considére I'élément fer sous les formes suivantes : Feq , FeQE(aq) ,Fe3E(aq) , Fe(OH)y(s) et Fe(OH)5 ().
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E/V
J\‘-‘
A’
0,77 -
B D
() — — PH
14
- 0,48 M
C R

F1GURE 7: Diagramme potentiel-pH du fer

la concentration choisie en espéce dissoute est de 10~ mol L™1;
le diagramme potentiel-pH de ’eau (couples Oy/H,0 et HyO/H,) est indiqué en pointillés

Q28. Justifier que les especes A,B, C, D et E de la Figure 5 sont respectivement Fe3' | Fe?' | Fe |
Fe(OH)5 et Fe(OH),

Q29. Déterminer le potentiel standard du couple B/C.

Q30. A quelle valeur de pH la frontiére entre B et E est-elle positionnée ?

Q31. Sur les patinoires, les cages de hockey sont en contact avec la glace.
Quels sont les avantages d’utiliser des cages en acier et non en fer pur ?

Pourquoi vaut-il mieux peindre les cages ?
Une réponse détaillée utilisant les figures et les documents précédents est attendue.
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PROBLEME 2 Etude de la patinoire

Partie I - Formation d’une couche de glace a la surface d’une patinoire
naturelle

Dans certains pays, des patinoires naturelles se forment en hiver & la surface des lacs gelés et sont alors

utilisées pour des matchs de hockey amateurs.

Document 4-La solidité de la glace

La couleur de la glace peut donner une indication de sa solidité.

La glace bleue péale est la plus solide. La glace blanche opaque ou glace de neige est, en général, seulement
& moitié aussi solide que la glace bleue pale. La glace grise n’est pas sécuritaire. L’épaisseur de la glace doit
étre de 15 cm pour la marche ou le patinage individuels, 20 cm pour le patinage en groupe ou les jeux et 25
cm pour les motoneiges.

Source : http://www.croizrouge.ca

> T

Figure 6-Diagramme de phases (P,T") de I'eau

Q32. Le diagramme de phases de ’eau est présenté sur la Figure 6. Recopier ce diagramme et identifier
les domaines d’existence des différentes phases. Préciser le nom des points caractéristiques A et B.

Q33. Lors du déplacement des joueurs de hockey sur la glace, la lame du patin crée une fine couche d’eau
liquide & la surface de la glace. Donner une cause physique & sa création.

L’eau liquide d’un grand lac est & la température de congélation Tr=0 0®. L’air au-dessus du lac est a
la température T4 = —10°C'. Ces deux températures sont supposées constantes. & I'instant initial, I’eau est
liquide puis le lac se couvre progressivement d’une couche de glace (figure 7).
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Ailr

0
Glace

L(t)

Eau liquide
xY

Figure 7-Formation d’une couche de glace a la surface d’un lac
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Figure 8 -Simulation graphique représentant 1’épaisseur de la couche de glace L en fonction du temps ¢
pour différentes températures T4 de l'air

On suppose que la température ne dépend que du temps et d’une seule coordonnée d’espace, que la glace est
un milieu isotrope et que la pression est constante.

L’épaisseur de la couche de glace a 'instant t est notée L(t). & I'instant ¢ = 0, L(0) = 0.

Le transfert thermique de la glace vers l'air est modélisé par la loi de Newton : ¢ = h(T,(t) — T4) avec ¢
le flux thermique surfacique, T, (t) = T'(0,¢) la température de la glace en © = 0 et h le coefficient de transfert
en Wm~2K~!. Le référentiel choisi est associé a l'interface entre lair et la glace.

La masse volumique de la glace, supposée incompressible et indilatable, est notée p ; la conductivité
thermique de la glace est notée X\ et la capacité calorifique massique de la glace est notée ¢. Ces grandeurs
associées a la glace sont supposées indépendantes de la température et de la pression.

Q34. Citer trois modes de transfert thermique.

%
Q35. En utilisant la loi de Fourier, donner I’expression du vecteur densité de flux thermique noté J;, a
I'intérieur de la glace.

Q36. A l'aide d’un bilan thermique local & une dimension sur un parallélépipéde de surface S et d’épaisseur
dx, établir une relation différentielle entre la température et la norme du vecteur densité de flux thermique
au sein de la glace.
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Q37 En déduire I’'équation de la diffusion thermique :

or_ o1

peap = )\8.7,‘2 (28)

Q38. En se plagant dans le cadre de 'approximation quasi stationnaire, montrer que pour 0 < = < L(t):

X

Tz, t) = Ty(t) + (T — Ty(t))—— 2
(@.8) = Tol0) + (T = To(0) 715 (29)
Q39. Déduire de la continuité du flux thermique en = = 0 I'expression de L(t) en fonction de T, (t):
ANTE — To(t
L(t) = Mg — To(t)) (30)

W(To(t) = Ta)

Q4O On admet que 'épaisseur de la couche de glace en fonction du temps est représentée par la simulation
graphique en figure 8. Au bout de 20 heures, les joueurs de hockey peuvent-ils considérer que la glace est
suffisamment solide pour pouvoir jouer dessus ?

Q41. En utilisant la figure 8, commenter puis expliquer ’évolution de la vitesse de formation de la glace
pour une méme température de 'air T4, puis pour différentes températures de lair T'4.

Q42. De quelle autre grandeur, encore non citée jusqu’a présent, a-t-on eu besoin pour résoudre
numériquement le probléme et proposer la simulation en figure 8 ? Donner sa définition et préciser I'unité.
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Partie II - Installation d’une patinoire artificielle

Document 5 - Le tapis glacier

Pour installer une patinoire artificielle, la premiére condition requise est un sol plat, ferme et nivelé que
I’on revét d’un tapis glacier constitué par un réseau de tuyauteries reliées les unes aux autres et formant un
circuit fermé. Celui-ci, placé sur le sol de la patinoire, est recouvert de sable ou d’un dallage en béton afin
de le protéger.

Le circuit est rempli d’un mélange antigel et d’eau, puis relié & un systéme réfrigérant.

Une pompe fait circuler le liquide en continu dans le réseau de tuyauteries du tapis glacier. Peu & peu, le
systéme réfrigérant abaisse la température du liquide entre -8°C' et -10°C.

Ensuite, a ’aide d’une lance & eau, on pulvérise la premiére couche d’eau sur les tuyaux du tapis glacier et
I’eau cristallise instantanément. L’opération est répétée plusieurs fois et, peu a peu, la couche de glace se

forme. L’épaisseur idéale d’une piste de glace se situe entre 6 et 8 cm.
Source : Article Patinoire de Wikipédia en frangais (http://fr.wikipedia.org/wiki/Patinoire)

On étudie un réseau de tuyauterie en forme de serpentin (figure 9) utilisé dans certains tapis glaciers.
Il comporte les éléments suivants :

- 4 tubes rectilignes de diamétre 60 mm et de longueur 8,0 m chacun;

- 3 coudes a 180°.

Entrée

C du fluide
C Sortie

du fluide

Figure 9 - Exemple de réseau de tuyauterie en forme de serpentin

31

Le réseau de tuyauterie transporte un débit volumique D,=1,5 x 1073 m3s~! considéré comme constant.
La pression en entrée du réseau est P;=3,0 bar. Les caractéristiques du fluide de refroidissement, considéré
comme incompressible en écoulement stationnaire dans le réseau de tuyauterie, sont les suivantes:

- viscosité dynamique: 7=2,0 x 1072 kgm~!s~!

- masse volumique : py =1,1 X 103 kgm™3

Afin d’assurer le refroidissement de la patinoire, il faut que la pression en sortie du réseau soit au minimum
égale & 90 % de la pression en entrée.

Document 6-Le nombre de Reynolds

vdpy
n

R, =

avec :
- v la vitesse moyenne d’écoulement du fluide & travers la section considérée (en ms=! );
- d le diamétre de la conduite (en m );

- 7 la viscosité dynamique du fluide (en kgm=ts™!);

- ps la masse volumique du fluide (en kgm™3 ).

On peut considérer que si R, < 2000, I’écoulement est laminaire sinon il est turbulent.

Afin de caractériser un écoulement, on peut utiliser le nombre de Reynolds donné par I'expression suivante :

Q43. Calculer la vitesse moyenne v d’écoulement du fluide dans le réseau de tuyauterie.
Q44. Montrer que I’écoulement dans les tubes rectilignes du réseau de tuyauterie est laminaire.

Q45. Représenter sur un schéma le profil de vitesse dans une section des tubes rectilignes.
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Q46. On se place hors de la couche limite. Le théoréme de Bernoulli prend la forme suivante :

V2
— 4+ — + gz = constante
2 py

avec V' la vitesse d’écoulement du fluide en un point, P la pression, p; la masse volumique, g 'intensité du
champ de pesanteur terrestre et z ’altitude du point considéré.

Donner les conditions générales d’application du théoréme de Bernoulli. Exprimer ce théoréme entre
I’entrée et la sortie du réseau de tuyauterie, puis simplifier I’expression obtenue.

Q47. Une mesure, réalisée par un technicien dans le réseau de tuyauterie, permet d’estimer la perte de
charge totale notée Ah = —0,30 m. Le refroidissement est-il bien assuré ?

Q48. Un technicien souhaite vérifier la vitesse d’écoulement du fluide dans le réseau de tuyauterie. Il
dispose du matériel suivant: un tube coudé et un tube droit de diameétres trés inférieurs a celui du réseau de
tuyauterie, une régle graduée, un outil pour percer la paroi du réseau de tuyauterie.

Expliquer la démarche qu’il pourrait suivre. Pour cela:

- schématiser la situation;

- détailler les relations et les calculs utilisés;

expliquer le probléme qu’il va rencontrer une fois I'installation réalisée.

Partie III - étude du fluide réfrigérant

Document 7-L’éthyléne glycol

L’éthyléne glycol est surtout utilisé comme composé antigel ou liquide de transfert de chaleur que ce soit
pour les radiateurs d’automobiles, les systémes de refroidissement tels que les tapis glaciers ou le dégivrage
des avions. L’éthyléne glycol est un liquide incolore, inodore et relativement peu volatil. Il est complétement
miscible avec I'eau.

L’éthyléne glycol présent dans I’environnement est issu principalement de sources anthropiques. Les rejets
d’éthyléne glycol les plus importants dans I’environnement proviennent des opérations de dégivrage des avions
qui tombent sur le sol et atteignent éventuellement le milieu aquatique. D’autres sources de rejets dans ’'eau
sont les industries de pates et papiers et de 'acier. Les rejets dans ’atmosphére se produisent lors de la
production de I’éthyléne glycol, pendant le traitement du gaz naturel et lors de la fabrication des peintures
et revétements. L’éthyléne glycol est également injecté sous terre pour en disposer aprés les opérations de
traitement du gaz naturel.

Une fois dans I’environnement, I’éthyléne glycol se disperse surtout dans les eaux de surface et souterraines.
Il ne se bioaccumule pas et ne persiste pas dans le milieu, surtout a cause de la biodégradation. On estime
sa demi-vie dans I’air, l’eau, les eaux souterraines et le sol habituellement de 0,35 a 3,5 jours, de 2 & 12 jours,
de 4 & 24 jours et de 2 & 12 jours, respectivement, mais ces plages peuvent étre dépassées selon les conditions
du milieu. L’éthyléne glycol se biodégrade rapidement dans le milieu aquatique et peut donc contribuer a
I'appauvrissement en oxygéne dissous des eaux réceptrices.

Source : Ezxtrait de la loi canadienne sur la protection de I’ environnement
Liste des substances d’intérét prioritaire-état de la science pour I’éthyléne glycol (2000)
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Données 2

Enthalpies standard de formation A;H° de différentes espéces chimiques (supposées indépendantes de la
température et de la pression) :

Espéce Chimique C2H40(g)) HQO(g) C2HGO2(g) CzHﬁOQ(l)

AH (KJmol 1) | -51,0 -285 -392 ~460

(1) Oxyde d’éthyléne

Relation de Van’t Hoff:
dinK  A.H°

dr RT?

avec K la constante d’équilibre, R la constante des gaz parfaits (R = 8,3 JK~'mol™! | T la température
(en K) et A, H° I'enthalpie standard de réaction (Jmol~!) .

L’éthyléne glycol (formule brute CoHgO4) s’obtient traditionnellement par hydrolyse de 1'oxyde d’éthyléne
(formule brute CyH,4O) en présence d’un grand excés d’eau selon la réaction:

CyHyO(g) + HyO(g) == CyHgO4(g)

Cette réaction est catalysée.

Elle s’effectue a la température 177 =400 K et sous une pression P=15,0 bar. Le rendement de cette
réaction peut atteindre 90 %.

A Ty =400 K, la constante d’équilibre associée a cette réaction est K; —=2,0 x 10

Q49. Quel est le milieu naturel le plus susceptible de subir les effets de I’éthyléne glycol 7
Q50. Calculer I'enthalpie standard de cette réaction.
Q51. Cette réaction est-elle endothermique ou exothermique ?

Q52. On réalise cette réaction a une température T» supérieure & T7. Déterminer 'expression de la
nouvelle constante d’équilibre notée K5 en fonction de K1, des températures T3 et T, de I'enthalpie standard
de réaction et de la constante des gaz parfaits.

Q53. Pour la synthése de I’éthyléne glycol, les industriels ont choisi :
- de fixer la température a 71 =400 K,
- de fixer la pression & P =15,0 bar,
- d’ajouter un catalyseur,
- de travailler en présence d'un grand excés d’eau.
Analyser et discuter ces quatre choix faits par les industriels pour la synthése de I’éthyléne glycol.

Partie IV - Etude des haut-parleurs au sein de la patinoire

Les enceintes acoustiques d’une patinoire comportent chacune plusieurs haut-parleurs pour restituer
toutes les plages de fréquences audibles de maniére optimale.

Le schéma d’un haut-parleur est donné en figure 10. Il est constitué:

- d’'un aimant fixe d’axe (Oz) créant un champ magnétique radial permanent 3 = Bu,

(figure 11) ou B est la norme du champ magnétique supposée constante en tous points de 'entrefer et
u, est un vecteur unitaire dirigé selon le rayon de la bobine mobile et perpendiculaire a 'axe (Oz) ;

- d’une bobine d’axe (Oz) comportant N spires de rayon a et située dans l'entrefer de 'aimant. La
longueur totale du bobinage est notée [ ;

- d’'une membrane solidaire de la bobine.

L’ensemble {bobine + membrane} est un solide de masse m, mobile en translation selon l'axe (Oz) . Le
spider et la suspension exercent sur cet ensemble une force de rappel élastique vers la position d’équilibre

z2=0":
Fo= ke
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Cet ensemble est également soumis & une force de frottement visqueux de la part de l'air de la forme:

? dZ —
=—f—u
fous
ou f et k sont des constantes.
Le vecteur w2, est un vecteur unitaire dirigé selon I'axe z et orienté dans le sens des z positifs.
La bobine est alimentée par un générateur extérieur délivrant la tension wu(¢) . Il apparait un courant

i(t) dans la bobine orienté dans le sens indiqué sur la figure 11.

o «——Suspension
Chassis —
<«——Membrane
Aimant ——— |
>
I_ 4
Spider

Bobine mobile

Figure 10 - Schéma en coupe d’un haut-parleur

Figure 11 -Vue de face du systéme bobine-aimant
Q54. Expliquer, sans calcul, le principe de fonctionnement d’un haut-parleur électrodynamique.

Q55. Déterminer I'expression vectorielle de la résultante des forces de Laplace s’exergant sur la bobine
en fonction de l'intensité du courant i(¢), du nombre de spires N, du rayon a d’une spire et de la norme du
champ magnétique B.

Q56. Appliquer le principe fondamental de la dynamique projeté sur 'axe (Oz) pour en déduire I’équation
mécanique qui sera notée (7).

Q57 La bobine mobile étant dans un champ magnétique permanent, la puissance des forces de Laplace
et celle de la force électromotrice induite se compensent exactement. En déduire que ’expression de la force
électromotrice e(t) induite par le mouvement de la bobine & la vitesse v(¢) dans le champ magnétique est
donnée par la relation:

e(t) = 2rNaBu(t)
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58. L’ensemble du circuit mobile posséde une résistance électrique R et une inductance propre L.
p q
Représenter le schéma électrique équivalent du circuit mobile.

Q59. En déduire équation électrique du systéme notée (8).

Q60. Le générateur extérieur délivre une tension u(t) = u, coswwt a partir des équations (7) et (8), a
réécrire en notations complexes, montrer que ’expression de I'impédance électrique totale du circuit notée

Z est donnée par la relation :

2nNa)?B?
:%jtfﬂ—jhu

mjw+ —+ f
Jqw

Z =

SRS

Qﬁl. Pourquoi le fait d’associer plusieurs haut-parleurs permet-il de restituer toutes les plages de
fréquences audibles de maniére optimale dans ’enceinte de la patinoire ?
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CONCOURS COMMUN - INP

EPREUVE DE PHYSIQUE-CHIMIE - TSI

PROBLEME 3 Etude des différents outils utiles a la pratique du hockey
sur glace

Partie I - Mouvement du palet sur la glace

Q1. L’étude se fait dans le référentiel terrestre 2(Ozyz) avec U, =Wy A 7y.
La durée du mouvement ne peut pas dépasser quelques secondes, trés négligeable devant T= 24 h :
période de la terre dans le référentiel géocentrique.

Q2. Bilan des forces :
. ? = m? . le poids.
. ﬁ : réaction du plan incliné.

° ? : force de propulsion.

Représentation :

Q3. La R.F.D projetée sur I’axe Oz donne :

—mgsina + F = ma

Ce qui donne : ‘F =m(a + gsin ) ‘

Q4. L’intensité de la force de propulsion :
On a mouvement rectiligne uniformement accéléré, donc

V =at(+V, =0)

Application numérique : |a@ = 100 ms~ 2 | Par conséquent : | F = 16,5 N
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Q5. Représentation des forces :

. W(ﬁ) —0: & sans effet ( frottement négligeable).

) W(?) < 0 : travail résistant.

QG. La R.F.D donne :
—mgsina = ma = a = —gsina = cte : mouvement rectiligne uniforme.
Par conséquent :
V(t) = —(gsina)t+V,

1
Ainsi : |z(t) = —i(g sin a)t? 4 Vot = X, | Avec z, la position du palet au début de la deuxiéme phase.

Q7. puisque 'accélération est constante et le mouvement est rectiligne, alors la relation indépendante du
temps donne : V2 — V2 = 2a(z — ,)

‘/02
2gsin o

Sachant que : d = x — x, et V = 0 arrét du palet. |d =

=
Q8. Les forces de frottement ne sont pas conservatives (rotFy # 0).

Q9. Le travail de ]?T :

Ouna: W(Ry) = —Rr.AB = —Rp.x
A—B

Comme ( loi de Coulomb) Ry = FpN = Rp = fpmg alors : W(]?T) = —fpmgx
A—B

Q10. La distance parcourue :

—&—?:m? = a=—gfp.

La relation indépendante du temps donne : V2 — V2 = 2a(z — ,)
V2

2fpg’
est de 60 m, alors le nombre de longueurs est N=41,7.

Ce qui donne : |d = Application numérique : d = 2500 m | Comme la longueur du patinoire

Partie II - Etude de la crosse

Q11. La loi du moment cinétique :
7(5) = ?// + 7J_

%
Puisque le mouvement est plan, alors o (L) = 0

Ainsi: ?// = J 6

— .
Avec : 1 = 0 U, vecteur instantanné de rotation.
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I en résulte que : | o (S) = JO . | Le T.M.C , avec O point fixe :

dO——O>(S) — 220(?)

dt
Comme : Z%O(?) = 20(3) + %o(ﬁ), ainsi :

) 2 o(ﬁ) — 0 : liaison parfaite.
. %0(?) = O?/\M? = %O(?) = —Mghsin 0 ,

Il en résulte que : | JO + Mghsing =0 (1)

~  Mgh
Q12. La linéarisation de I'équation (1) ( sin@ ~ @) donne : |f + Tgﬁ =0 (2)
- —_— J
Q13. La période des oscillations : |T' = 2my | ——
Mgh

Q14. L’intégrale premiére du mouvement.
Multiplions (1) par 6df , on obtient :

JOOdO + M ghfsin6d = 0

1 .
Par integration, on obtient : §J92 — Mghcos® = Cte (3)

Q15. Comme :
1 2 . y s . c . R
° §J 0° = E. : représente ’énergie cinétique du systéme.

o —Mghcost® = E, : représente ’énergie potentielle ;
alors (3) traduit la conservation de I’énergie mécanique ( les frottements sont négligeables : liaison
pivot).

. %J@Q s kgm?s72=]
e Mghcosf : kgms™2m=J

Donc les deux termes sont exprimés en Joule : énergie.

Q16. Puisque la trajectoire de phase est une courbe fermée, alors le mouvement est pendulaire au
voisinage de # = 0 position d’équilibre.

Q17. Dans le plan (6, 0), la trajectoire de phase est une ellipse dont les grand et le petit axe sont constant
si le frottement est négligeable.

Dans le portrait de phase donné, la trajectoire de phase est une ellipse dans les grand et petit axes
diminuent dans le temps autour de # = 0, caractéristique d’un oscillateur linéaire amorti.

Il faut tenir compte du frottement (fluide).

Q18. on peut obtenir le portrait de phase de la figure (3) a partir de (2) ou (3) aprés avoir la linéariser

2
(cosf ~1— %)

L’évolution au cours du temps : sens horaire.
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Partie III - Etude de la patinoire

ng. 59Fe : 26 protons , 30 neutrons et 26 électrons.

Q20. La configuration électronique d’un élément chimique respecte :

e Regle (principe) d’exclusion de Pauli :

«Dans un atome, deux électrons quelconques ne peuvent pas avoir les quatre nombres quantiques
identiques»

e Régle de Klechkovsky :
« Les sous-couches se remplissent par énergie croissante :

Les niveaux d’énergie E(, ¢y augmentent avec (n+¢f). E, ) qui ont méme valeur de (n+/) ,augmente
avec n»

e Régle de Hund :
«Lorsque des électrons sont dans des orbitales dégénérées (de méme énergie) la configuration la plus
stable est celle pour laquelle le nombre quantique magnétique total de spin M, est maximal.»

La configuration électronique de I'atome de Fer : | 2°Fe : 1522522p®3523p%45%3d°

Q21. La transformation : Fe(o) == Fe(y) est une transformation physique.

1 1
Q22. Le nombre de motif : N=8xo+6x5 = N=4

4M(F 4M(F
Q23. Le paramétre de maille : | p = M — a={ M Application numeérique: [a = 3,7.1071% m
Naa3 Nap

Q24. Le rayon d’'un atome de fer (7) :

On a contact suivant la petite diagonale, donc : 4R = av/2 ; ce qui donne : | R = ——= | Application

numérique : R =1,3.1071%m

Q25. Position des sites octacdriques :

or

@ Site octa

Q26. Rayon maximal 7, :

Suivant l'arréte, on a: [2(R=1,) =a = 71, =

— R| Application numérique : |r, = 0,55.107% m

Q27. On a R¢ > r,, donc l'insertion du carbone ( déforme) change le paramétre de la maille.

Page 80 / 144



EPREUVE SPECIFIQUE - CONCOURS COMMUN CINP Concours d’admission 2020

Q28. Ona:

X | Fe*™ | Fe*™ | Fe(OH)y | Fe(OH)3 | Fe

no | +II | +III +1I +I1II 0

On sait que le pouvoir oxydant augmente avec le potentiel, ainsi Fe(OH)s et Fe(OH)s sont des bases ( se
situent a droite dans le diagramme).

Q29. Le potentiel stantard E°(B/C) :
Fe2t 1 2¢ = Fe

E(B/C) = E°(B/C) +0,03log[Fe*t] = E°(B/C) = E(B/C) — 0,03log[Fe**]
Comme : E(B/C) = —0,48 V et [Fe?|=0,1mol L1 alors : | E°(B/C) = —0,45 V|

Q30. La valeur du pH :
On a: Fe?" + 20H == Fe(OH),

Ksl
[Fe?*]

Donc: | Ky = [Fe*T][OH7]? = [OH7] = Application numérique : |pOH =7 — pH=T|

Q31. On a pour 0 < pH < 14, le Fe(s) n’a pas de domaine commun avec 1'eau, donc le Fe() est instable
en solution aqueuse ; c’est & dire :

Milieu acide . 0<pHKT Fe +2H" == Fe?" + H,

Milieu basique : 7<pH<14 : Fe+2H0 == Fe(OH)" + Hy

Si on utilise 'acier plus résistant que le fer , alors on ralentit la cinétique de la dégradation du fer.
Si on prend les cages, alors on isole le fer de ’eau c’est & dire on supprime le contact entre le fer et 'eau,
d’ou stabilité de la cage.

PROBLEME 4 Etude de la patinoire

Partie I - Formation d’une couche de glace a la surface d’une patinoire
naturelle

Q32. Les domaines d’existence des différentes phases.

Ftat fluide

e A : point triple : ceexistence des trois phases.

e B : Point critique, au dela de Ts on ne peut pas distinguer les phases liquide et vapeur ; on parle de
I’état fluide.
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Q33. La lame du patin de surface .S, en contact avec la glace, supporte le poids du joueur ce qui crée

. mg |, . s . )
une surpression de —= s’ajoute ; c’est a dire la pression augmente par contre la température reste constant

: la glace se transforme en liquide ( transformation isotherme )

Q34. Modes de transfert thermique :
e Conduction.
e Convection.

¢ Rayonnement.

Q35. La loi de Fourier : R
Jih ==X grad T

oT
55 La

— T
Comme T'= T'(x) alors grad T = g U, ce qui donne : ﬂ = -\
z

Q36. Appliquons le premier principe de la thermodynamique & la tranche d’épaisseur dz :

AU = Jyp(x)Sdt — Jyp(x = dx)Sdt

T
Comme : dU = (cdm)dT = dU = (Specdz)dT alors : pc%t = —%Jth
x
T T *T
Q37. Comme : Jy, = _/\(Zx ; alors pc%—t = )\(((?9332 (4) | On retrouve ’équation (4)
o . . . or
Q38. Approximation quasi-stationnaire : n =0
(4) donne :
T _ T _
ox?  da?
Puisque dans ce cas T(M) = T (x)
La solution de ’équation est :
T(x)=ax+b
Valable pour 0 < x < L(t)
e Pourx=0ona: T(z=0,t)=T,(t) =0
e Pourz=L(t)onaT(x=L,t)=Tg.
T - TO T - To .
Il en résulte que : |a = T = To(t) Par conséquent : | T'(z,t) = T,(t) + Ei(t)m On retrouve I’équation
L(#) L(#)
(5)-
Q39. La continuité du flux thermique en x = 0, donne :
Tp — Tyt
S(Ty(t) = Ta) = S =0) = KT,(0) = Ta) = ATE el
Ty — 1T,
Ce qui donne : | L(t) = 2M On retrouve ’équation (6).

Q40. Pour que les joueurs peuvent jouer, il faut que ’épaisseur de la glace soit au moins 20 cm.
D’aprés la simulation et pour ¢ = 20h et méme pour une température de -40 °C' en surface, 1’épaisseur L

de la glace est insuffisante ’ L(t =20 h,T, = —40°C) ~ 16 cm < 20 cm
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Q41. Pour une méme valeur T4, I’épaisseurbL est une fonction croissante du temps.
De méme L est une fonction croissante de T4 pour le méme instant ¢.

Q42. Pour résoudre numériquement le probléme, il faut avoir la valeur de la pression de ’air parce que la
valeur de T, d épend de cette pression nommée pression de vapeur saturante qui représente la pression
de changement d’état exprimée dans le SI en Pascal.

Partie II - Installation d’une patinoire artificielle

Q43. La vitesse moyenne de I’écoulement :

d? 4D
On a: Dy = Sv avec § = WT ce qui donne : |v = TZ.Application numérique : v = 0,53 ms ™~
i

Q44. Calculons le nombre de Reynolds : R, = 1749 < 2000 | Il en résulte que ’écoulement est laminaire.

Q45. Puisque I'écoulement est laminaire, alors les LDC du vecteurs vitesse sont des droites paralléles.

3 - y 3 L L
L 3 L A L 3

Q46. Les conditions générales d’application du théoréme de Bernoulli :
e Ecoulement parfait et stationnaire.

e Liquide incompressible.

V2 P vZ P
Le réseau est plan, donc zp = zg ce qui donne : | —£ + E_oISy -5
2 pr 2 pFr

Q47. Ona:
‘AP = prgAh.Application numérique : AP = —3300 Pa|C’est adire: | Ps = Pp — |AP|. Application numeér:

Il een résulte que le refroidissement est bien assuré.

Q48. Schématisation :
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On a :
- Au point A : Py = P, + prg(ha + R)
- Aupoint B: Pg = P, + prg(hp + R)
Avec P, la pression atmospherique et R le rayon de la conduite.
Puisque le reseau est plan, alors :

Py V2 Py V3
AL A _ BB
pr 2 pr 2

Ce qui donne : | V3 — V3 =2g(ha — hp)

Partie III - Etude du fluide réfrigérant

Q49. Le milieu naturel le plus susceptible de subir les effets de 1I’éthéléne glycol est dans les eaux
souterraines puisque la demi-vie est la plus grande.

Q50. Leenthalpie standard de la réaction : | A H® = AyH?(CaHgOs(g)) — |AgHO(C2HiOs(g)) + Ag HO(Hy0(y))]

Application numérique : | A, H° = —56 kJ mol~*

Q51. Puisque A, H? < 0, alors la réaction est exothermique.

Q52. L’expression de la nouvelle constante d’équilibre Ky a la température T5.
D’aprés la loi de Van’t Hoff, on a :

dan:A,.H . dan:ATH

ar RT? RT? dr

ATHO (T2 — T1)1|
R s

Comme A, H° est une constante ( approximation d’Ellingham ), alors : | Ko = K7 exp [

Q53. On a:

Sens direct (S - D)
CZH4O(g) - HQO(g) Sens indirect (S - I) C2H602(g)

o L’effet de la température : L’augmentation de la température déplace 1’équilibre dans le sens endother-
mique, c’est a dire le sens indirect ( la réaction est exothermique ).

e L’effet de la pression :

Puisque Ay, = —1 < 0, alors si on augmente la pression I'équilibre se déplace dans le sens direct (
diminution du nombre de moles gaz ) ; donc 15 Bars favorise la formation de CoHgO2(g).
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o L’effet du catalyseur : c’est pour augmenter la vitesse de la réaction par diminution de 1’énergie
d’activation.

e L’cau est utilisée en excés pour qu’elle ne soit pas un facteur limitant.

Partie IV - Etude des hauts-parleurs

Q54. Principe du fonctionnement d’un haut parleur électrodynamique :
L’existence de la tension variable donne naissance au courant électrique qui traverse la bobine qui sera
soumise a ’action de la force de Laplace, le déplacement de la membrane crée des ondes sonores.

Q55. L’expression vectorielle de la résultante des forces de Laplace :

On a:
?L:/z'(t)cﬁAﬁ

%
Ce qui donne : | F;, = —2raNBi(t) U,

Q56. L’équation mécanique
La R.F.D projetée sur 'axe Oz donne :

mzZ = —kz — fZ — 2naN Bi(t)

Par conséquent :

k 2ralN B
spdyp By 2meNBL g
m m m
Q57. Lexpression de la force électromotrice
La conservation de la puissance se traduit par :
P+ P.=0

Avec :

o P =P(F)=F.V = P, =—2maNBi(t)V ()

o P, =e(t)i(t)

Il en résulte que :

le(t) = 2maBNV (#)]

Q58. Le schéma électrique équivalent du circuit mobile

e(t) R
ir)
u(r) L
Q59. L’équation électrique du systéme
5
La loi des mailles s’écrit : |u(t) = Ri + Ld—; —e(t) (8)
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QGO. L’expression de 'impédance électrique

En notation complexe :
(8) donne : u=(R+jLw)i—e = u= (R+ jLlw)i —2raNBV

k 2raB
(7) donne:K(jw—l—i+, _ 2 i
m  jwm m
2rNaB)?
Il en résulte que : Z:% — Z=R+jLw+ (27Na )k‘
‘ Jjum + f+ —
Jjw

QG]_. L’association de plusieurs haut-parleurs permet de modifier la fréquence propre du haut parleur et

par conséquent restituer toutes les plages de fréquences audibles.
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2020

Stockage d’énergie par pompage
thermique (procédé SEPT)

Certaines questions peu ou pas guidées, demandent de l'initiative de la part du candidat. Leur énoncé est repéré
par une barre en marge. Il est alors demandé d’expliciter clairement la démarche, les choix et de les illustrer,
le cas échéant, par un schéma. Le baréme valorise la prise d’initiative et tient compte du temps nécessaire a la
résolution de ces questions.

Dans le contexte actuel, la problématique de la gestion des ressources énergétiques est devenue un enjeu écono-
mique majeur. Il est particulierement important de disposer de moyens de stockage d’énergie qui permettent une
meilleure utilisation des sources d’énergie maitrisables comme les centrales thermiques, mais aussi des sources
intermittentes comme les éoliennes ou les centrales solaires. Dans ce contexte et devant les défis posés par la
protection de ’environnement, les moyens de stockage existants risquent de devenir insuffisants pour intégrer
davantage d’énergies intermittentes dans la production électrique. Cette limitation explique un intérét récent
pour les technologies de stockage.

Ce sujet concerne un nouveau procédé de stockage d’énergie a échelle industrielle, le procédé SEPT (Stockage
d’Electricité par Pompage Thermique), breveté en 2007. L’énergie est stockée en modifiant, & P’aide d’une
machine thermique, la température de deux échangeurs de grande taille appelés regénérateurs. La machine peut
fonctionner en pompe a chaleur ou en moteur thermique.

I Analyse thermodynamique du procédé SEPT

La machine est constituée de deux turbomachines, pouvant fonctionner en compresseur ou en turbine et assurant
la circulation d’un gaz caloporteur (de I’argon) entre deux enceintes. Les enceintes contiennent un solide divisé
(céramique réfractaire, galets de basalte...) qui échange de I’énergie thermique avec le gaz caloporteur. La
machine comprend également un convertisseur électromécanique réversible pouvant fonctionner en moteur ou
en générateur. On passe de la phase de stockage a celle de déstockage en changeant le sens de circulation du
fluide caloporteur (figures 1 et 2).

En mode stockage d’énergie (figure 1), le cycle fonctionne en pompe a chaleur, consommant de 1’énergie d’origine
électrique pour transférer de 1’énergie thermique depuis une enceinte basse pression B vers une enceinte haute
pression H. Ces enceintes sont des régénérateurs (échangeurs thermiques gaz-solide), au travers desquels passe
le gaz caloporteur, entrainé par une paire de turbomachines reliées a un moteur électrique.

%

Ympressely
-
T2n’ PB

T17 PH
B H
T3’ PB / — T0n7 PH
— turbine \
moteur

Figure 1 Fonctionnement en mode stockage d’énergie
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I.A — Schématisation simplifiée du procédé

On schématise le dispositif de fagon tres simplifiée en considérant que les enceintes basse et haute pression sont
des sources de chaleur, de températures respectives T’z et 1 uniformes et constantes, avec Ty > T'z. Le cycle
des transformations subies par le gaz caloporteur est alors un cycle ditherme.

Q1. En phase de stockage, la machine fonctionne comme une pompe a chaleur. Définir le coefficient de
performance d’une telle machine et déterminer sa valeur maximale, en précisant & quelles conditions cette valeur
maximale est atteinte (théoréeme de Carnot).

Q 2. En phase de déstockage (figure 2), la machine fonctionne comme un moteur thermique. Définir effica-
cité de ce moteur et déterminer sa valeur maximale en précisant dans quelles conditions cette valeur maximale

est atteinte.
\turbine /
%
Thy, Pp Ty, Py

T37PB

— 4mpresset&
|

générateur

Figure 2 Fonctionnement en mode production d’énergie

Q 3. Montrer que, dans les conditions de validité du théoréeme de Carnot, ’énergie stockée peut étre inté-
gralement récupérée.

Q 4. Dans un diagramme (7, s), représenter les cycles de Carnot pour les phases de stockage et de désto-
ckage.

I.B —  Etude de la phase de stockage

On s’intéresse désormais a une modélisation plus réaliste de la machine dans laquelle on tient compte des
inhomogénéités de température dans les enceintes. Celles-ci sont tellement grandes que I'on peut considérer que
leur température est indépendante du temps.

Le gaz pénetre dans 'enceinte H a la température T} = 1273 K et en sort a la température T, = 293 K.
Apres décompression dans la turbine, il pénetre dans ’enceinte B a la température T = 203 K et en sort a la
température 7T, = 773 K.

Les irréversibilités dues aux turbomachines ont un impact important sur le rendement du stockage. Le gaz
neutre utilisé est de 'argon assimilé a un gaz parfait, de coefficient isentropique v = 1,67, de masse molaire
40,0 g'mol™! et de capacité thermique massique ¢p- 11 décrit un cycle de Brayton constitué d’une évolution
isobare dans chaque enceinte (B et H) reliées par deux transformations adiabatiques lorsque le gaz traverse le
compresseur et la turbine (figure 3).

Q 5. Reproduire schématiquement le cycle isentropique de la figure 3 en identifiant les éléments traversés
par le fluide dans chaque étape du cycle.

On note w, le travail massique réellement échangé par le fluide avec les parties mobiles du compresseur et w,;, le
travail idéal correspondant en supposant la compression isentropique. De méme, on note w, le travail massique
réellement échangé par le fluide avec les parties mobiles de la turbine et w,,, ce travail idéal dans les conditions
isentropiques. On définit le rendement par rapport a I'isentropique du compresseur et de la turbine par

W, w
_ cis _ t
Nes = et Nes = .
W, Wy is
Q 6. Comparer 17, la température réelle en sortie de compresseur et 77, cette température dans les condi-

tions isentropiques. Justifier.
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<
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Figure 3

h.. et hg. les enthalpies massiques réelles du fluide en entrée et sortie de la turbine

Q. On note h,, hy,
les enthalpies massiques du fluide en sortie de la turbine et du compresseur

et du compresseur et hy ;. et hg,.iq
en supposant les conditions isentropiques. Montrer que
het — hst

hscis — hec
Mes = & 7 e My =
“ hsc - hec ! h

et hst is

L’objectif de la suite de cette partie est de montrer la nécessité de deux paires de turbomachines (celles en
stockage ne peuvent pas étre utilisées en déstockage) et de déterminer le rendement théorique du procédé

SEPT.

P 1-1/y
On note ¥ = (H) .
Py

Q 8. En utilisant les rendements par rapport a l'isentropique des deux turbomachines lors du stockage,

exprimer les températures 7} et 75 en fonction de Ty, T5,,, ¥, 1, et 1.
On définit Iénergie massique e, mise en jeu lors du stockage par e, = ¢, (T} — Ty,,) + (Ty — Tp,,)).

Q9. Justifier cette expression.
Q 10. Exprimer e, en fonction de T, T5,,, ¥, 1., €t 1.

Q 11.  Calculer la valeur numérique de e, avec Ty, = 293 K, T,,, = 773 K, 1., = 17,, = 0,96 et ¥ = 1,55.

I1.C — Positionnement du procédé SEPT par rapport aur autres modes de stockage

Parmi les autres modes de stockage d’énergie, on peut citer I’hydraulique gravitaire, I’air comprimé électrique-
ment (procédé CAES), les batteries, le stockage magnétique d’énergie (procédé SMES) ou encore le stockage
d’hydrogene (utilisable par exemple dans les piles & combustibles). La figure 4 positionne ces divers modes de
stockage en termes de puissance et de capacité énergétique.

Q 12. Comparer le procédé SEPT aux autres méthodes de stockage d’énergies présentées dans la figure 4.
Q 13. Déterminer un ordre de grandeur du debit massique d’argon dans une installation SEPT typique.

La porosité e, dont I'influence sur le stockage sera étudiée ultérieurement, correspond au rapport du volume
occupé par le fluide sur le volume total de ’enceinte. Le projet SETHER de I'agence nationale de la recherche
prévoit la réalisation d’un prototype d’installation SEPT pour laquelle le volume total des enceintes de 10 metres
de hauteur serait V, = 20000 m?>.

Q 14. En prenant pour masse volumique de l'argon p,, = 1,8 kg-m 2 et une porosité e = 40 %, déterminer
la masse totale d’argon dans cette installation, en négligeant la masse d’argon contenue dans les canalisations

qui relient les enceintes entre elles.
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Figure 4

Q 15. Déterminer un ordre de grandeur de ’énergie massique que peut stocker une batterie automobile d’une
masse de 10 kg et d’une capacité de 50 A-h sous 12V (figure 5) et comparer & 1’énergie massique stockée par
une installation SEPT typique. La masse volumique du solide emplissant (incomplétement) les enceintes sera
prise égale & 2,5 x 103 kg-m™3.

Figure 5

I.D — Etude de la phase de déstockage

La figure 6 présente les deux cycles de stockage et de déstockage. Les débits massiques d’argon sont supposés
identiques lors des deux phases.

En déstockage, le gaz circule dans le sens opposé de celui du stockage, ce qui était une compression de 75, a 1}
lors du stockage devient une détente de T} a Th,.

Q 16.  Montrer que
v—1 N (1 —0)
Tog =Ty, [ 1+ ) <1+“>
0d 0 ( Ned v

w1 Mg (1 — )
Thy =T 1+) <1+t
2d 277,( ncs \I]

ol 7,4 €t 1,4 sont les rendements par rapport a l'isentropique du compresseur et de la turbine pendant la phase
de déstockage.

Q 17.  Montrer que Ty, = T, et que T,, > T,,,.
Q 18. Dans quels cas aurait-on toujours T,,; = Ty, et T,; = T5,, 7 Cela est-il réaliste 7
Q 19. A chaque cycle de déstockage, la température du gaz a la sortie des enceintes doit augmenter, ce qui

échauffe le matériau des enceintes. Proposer une solution pour évacuer l'excédent d’énergie en ramenant la gaz
a sa température nominale.

Industriellement, afin de simplifier I’évacuation de I’excédent d’énergie, on impose généralement 15, = T5,,.

Q 20. Montrer qu’il y a nécessité d’avoir un rapport de pression isentropique en stockage ¥ différent de celui
en déstockage ¥, et donc d’utiliser deux paires de turbomachines (compresseur et turbine) différentes.
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Figure 6

Q 21. Exprimer ¥, en fonction des rendements 7., et 1, et de W. Vérifier le résultat obtenu sur un cas
limite.
Q 22. Comparer les rapports de pression au déstockage et au stockage.

Q 23. Parla méme méthode qu’a la question 10, exprimer e, énergie massique mise en jeu lors du déstockage.

Le rendement théorique du procédé SEPT est défini par I = i

S
La température 1) étant limitée par la température maximum que peut supporter la turbomachine pour laquelle

le fluide évolue entre T} et T}, il est intéressant d’étudier le rendement théorique en fonction de celle-ci. La figure 7
représente les tracés du rendement théorique du procédé SEPT en fonction de T pour différentes valeurs de 7,
rendement isentropique supposé égal pour les quatre machines et pour 7}, = 300 K et ¥ = 1,55.

1 n=1
n=0,98
n = 0,96
n=0,94
0,9 n = 0,92
n = 0,90
n = 0,88
0,8 n = 0,86
n=0,84
0’7 n= 0,82
n = 0,80
0,6
0,5
0,4
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300
T, (°C)
Figure 7
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Q 24. A quelles conditions peut-on obtenir un rendement théorique de 90 % en supposant que la turboma-
chine chaude ne peut pas dépasser 1000 °C ?

Q 25. Montrer que le choix des turbomachines nécessite un compromis entre rendement isentropique et
résistance aux températures élevées.

Q 26. Le rendement théorique étudié précédemment correspond & la limite supérieure du rendement réel
puisqu’il ne prend en compte que les pertes liées aux irréversibilités des turbomachines. Citer d’autres facteurs
susceptibles d’expliquer la différence entre le rendement réel et le rendement théorique.

IT Analyse de quelques caractéristiques des régénérateurs

Le régénérateur est un dispositif de stockage d’énergie thermique et son fonctionnement comprend deux périodes.
Pendant la période « chaude », le gaz chaud circule et se refroidit au contact des parois solides ce qui correspond
a un stockage de chaleur. Pendant la période « froide », le gaz froid circule et se réchauffe ce qui permet la
récupération de la chaleur stockée.

II.A — Influence de la porosité du milieu

La porosité € est le rapport du volume occupé par le fluide sur le volume total de ’enceinte solide. On peut
montrer que Uefficacité du stockage thermique augmente avec la porosité du régénérateur jusqu’a une valeur de
porosité de 'ordre de 50 % qui correspond & un optimum.

On s’intéresse a un régénérateur solide a milieu granulaire que nous modéliserons de manieére simplifiée comme un

empilement de spheres identiques. On considére deux modes d’empilement : cubique et cubique a faces centrées
(figure 8).

Structure Structure
cubique cubique a
faces centrées

Figure 8

Q 27. Exprimer puis calculer la porosité théorique de chaque structure. Pourquoi dit-on que ’empilement
cubique a faces centrées est un empilement compact ?

Q 28. Quel mode d’empilement serait le mieux adapté au remplissage d’un régénérateur 7

En réalité, lorsque les spheres sont empilées dans I’enceinte sans précautions particulieres, il n’apparait aucune
périodicité, 'empilement est aléatoire et la porosité est comprise entre 0,36 et 0,40.

II.B — Influence d’autres paramétres

II.B.1) Fronts thermiques et influence du coefficients d’échange

La partie I a étudié le régime établi de I'installation, mais celle-ci a besoin
d’un certain nombre de cycles de stockage et de déstockage « transitoires » -

avant d’atteindre un régime périodique stabilisé (figure 10). T,
En effet, en mode stockage, ’enceinte H, initialement a la température uni-
forme 7)), est alimentée en gaz chaud a T; par le haut et se réchauffe progres-
sivement du haut vers le bas. Une zone de transition existe, se traduisant
par une variation progressive de T} a Tj. Cette zone est appelée « front
thermique » (figure 9).

Front {
thermique

Un modele développé par T.E.W. Schumann permet d’obtenir les profils de 1y
température a 'intérieur de l'enceinte. Les courbes de la figure 11 donnent
les températures du fluide et du solide granulaire en fonction de z, posi- Yz
tion verticale dans I’enceinte, & différents instants et pour deux valeurs du . Ty
coefficient conducto-convectif i entre ces deux milieux. —

Figure 9

Q 29. D’apres les courbes de la figure 11, comment varie la différence de température entre le fluide et le
solide avec h 7 Commenter.

Q 30. Expliquer, a l'aide de la figure 11, qu'un coefficient d’échange h plus élevé permet d’arréter le stockage
plus tard et donc de stocker d’avantage d’énergie dans le régénérateur.
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Q 31. Rappeler a quelles conditions un échange thermique entre un fluide (de température 7) et un solide
(de température T,) peut étre considéré réversible. Quelle devrait étre la valeur de h pour que l'entropie créée
lors du transfert gaz-solide soit nulle ?
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II.B.2) Influence de la largeur des enceintes

On considere pour cette question une enceinte ayant la forme d’un parallélépipéde rectangle de base carrée, de
largeur L, et de hauteur H,. La figure 12 présente I’évolution du rendement de l'installation en fonction de la
largeur des enceintes.

0,6

05 ++

ol 0,4 +
—* L 20 25 30 35

e

Figure 12 Rendement avec enceinte parallélépipédique

Q 32.  Expliquer I’évolution du rendement en fonction de L..
11.B.3) Influence du débit massique de gaz
La figure 13 présente I’évolution du rendement d’une installation SEPT en fonction du débit massique du gaz.

0,6
0,55 ++
C -
u T n
0,5 + +
0,45
0,5 1 1,5
Dm

Figure 13 Rendement en
fonction du débit du fluide

Q 33.  Expliquer I’évolution du rendement avec le débit du gaz.

II.C — Evolution thermique des enceintes pendant les pauses

Une installation SEPT devra quotidiennement stocker et déstocker de I’énergie & des moments de la journée
bien précis déterminés par I’évolution journaliere du cotit de I’énergie électrique (figure 14).

Prix de I’électricité

70
60
50 ;
déstockage
40

30

€/MW-h

20
stockage

10

0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

heure

Figure 14 Phases quotidiennes de stockage et déstockage dans une installation SEPT

Entre ces périodes, le systeme est a l'arrét pendant quelques heures et on observe une diffusion thermique
axiale (selon Oz) qu’on se propose d’évaluer afin de déterminer s’il est nécessaire de la prendre en compte dans
Pefficacité globale du procédé.
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On considere ’enceinte de la figure 12 de largeur L, = 10 m, pendant une période d’arrét de durée At = 24 h.
Les matériaux réfractaires sont de porosité ¢ = 44 %, de conductivité thermique A = 0,03 W-m -K ! et affichent
dT
un gradient thermique uniforme FPi 200 K-m*.
z
Q 34. Evaluer un ordre de grandeur de l’énergie thermique diffusée axialement et la comparer & 1'énergie
interne de cette enceinte U = 1,7 x 10'? J. Conclure.

II.D — Notions sur les modéles de conductivité effective d’un milieu poreur

L’étude précédente nécessite une connaissance de la conductivité thermique A du milieu poreux. La conductivité
thermique d’un tel systeme, dite conductivité thermique effective, integre logiquement dans sa définition, les
parametres primaires que sont les conductivités thermiques intrinseques des particules solides A, et du gaz A/
(A, > )\g) ainsi que le rapport volumique entre ces deux phases, représenté par la porosité e.

Quel que soit le modele utilisé pour calculer la conductivité thermique effective d’'un milieu granulaire, celle-ci
est toujours comprise entre deux valeurs extrémes, A ;, et A, ... Une situation limite correspond & un milieu ou
le vecteur densité de flux de chaleur est perpendiculaire aux strates (modéle série, figure 15). L’autre situation
limite correspond & une disposition des strates parallele a la direction de la densité du flux de chaleur (modeéle

parallele, figure 15).
Flux thermique

1l—¢ ¢
<+ <>
Ag 1—e¢
o !
Ag is
Mode parallele Mode série

Figure 15

Q 35.  Exprimer les conductivités dans les deux situations limites en fonction de e, A et A . Valider les
expressions obtenues en considérant des cas limites.

Q 36. Montrer que 'une de ces deux expressions limites est toujours supérieure a ’autre. Déterminer A ;.
et AIIla,X'

On donne, pour I'argon A, = 0,018 W-m K™ et pour le sable utilisé¢ e = 0,47 et A\, = 0,40 W-m . K1

Q 37. Calculer les valeurs numériques de A . et A

min max*

II.LE — Mesure de la conductivité thermique effective du milieu granulaire utilisé pour les en-
ceintes du procédé S.E.P.T.

On place un fil métallique, de rayon 7, au centre d’un bloc du matériau & étudier (sable et argon) de fagon
a ce qu’il le traverse verticalement. Le fil est relié a une alimentation électrique qui lui fournit un échelon de
courant. On reléve au cours du temps la variation de la résistance électrique du fil, ce qui permet de déterminer
sa température.

On modélise ce dispositif par un fil de longueur infini plongé dans un espace totalement rempli du matériau
a étudier. L’ensemble est initialement a la température uniforme 7j,. A partir du temps ¢t = 0, on applique
I’échelon de courant et le fil produit un flux thermique constant par unité de longueur ¢;. On suppose que les
transferts thermiques s’effectuent seulement par conduction. Le matériau est incompressible, de masse volumique
constante p, de conductivité thermique A et de capacité thermique massique c,,.

On admet que la répartition de température dans le matériau présente une symétrie cylindrique autour du fil
électrique. On se place donc en coordonnées cylindriques (r, 0, z) en prenant le fil comme axe, autrement dit,
r = 0 correspond au centre du fil.

Q 38. Etablir I'équation différentielle vérifié par T(r,t), la température du matériau en fonction du temps.
A

On pourra introduire la diffusivité thermique du matériau définie par « = —.
pe,
Q 39. A un instant ¢ donné, quelle est, en ordre de grandeur, la longueur caractéristique de variation de la

température avec 7 7

La résolution de I’équation précédente nécessite d’exprimer la condition limite sur la surface du fil chaud
enr=rg.

oT
Q 40. Exprimer g(rmt) en fonction de A, ry et ;.
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Compte tenu de cette condition limite et si on néglige le rayon du fil devant la longueur caractéristique de
variation de la température avec r, la solution de I’équation de la question 38 s’écrit

+o00
2 —u
©vr r e
T(r,t)=T,+ —FE| — avec F(x)= —du.
(r,t) 0 4x <4at> (z) / u
x
Pour des valeurs de x petites devant 1, on peut utiliser ’approximation F(z) = —y—In(z) ou 7y est une constante.
Q 41.  Donner une expression approchée de T'(r(, t) aux temps longs en précisant 1’échelle de temps pertinente.

La figure 16 présente le relevé expérimental de AT = T'(ry,t) — T}, en fonction du temps pour les enceintes d'un
procédé SEPT.

25
+ Points expérimentaux
—— Régression linéaire

20

15
S
~
<

10

)

+
+
+
+
+
+
+
0 +
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
Int (s)
Figure 16
Q 42. Montrer que ces mesures sont en accord avec les résultats théoriques précédents.
Q 43. Estimer un ordre de grandeur de la conductivité thermique effective du régénérateur étudié sachant

que le fil utilisé a une longueur I = 20 cm et qu’il émet un flux thermique total ¢ = 0,64 W.
Q 44. Commenter le résultat.

Données
Constante d’Avogadro N 4 = 6,02 x 102 mol !
Constante de Boltzmann kp=138x1023 JK!

Constante des gaz parfaits R=FkpN 4 =8314JK tmol!
Opérateur laplacien en coordonnées cylindriques

2 2
AV_lE)(@V) 10°V | 9%V

“rorUor) "o T o

e o eF[Ne oo
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CONCOURS - CSE

EPREUVE DE PHYSIQUE-CHIMIE 1 - PSI

Stockage d’énergie par pompage
thermique (procédé SEPT)

I Analyse thermodynamique du procédé SEPT

I.A- Schématisation simplifiée du procédé

Ql. Coefficient de la pompe a chaleur e, ; e, = @

w

e ¢, est maximale lors d'un fonctionnement réversible.

e Expression de epmaz :
Au cours d’un cycle ;
Achycle:() = W+QH+QB:0

Soit : QB = —W—QH-
Qu @B

De plus : ASeyere =0 = T T = 0 (Pour un fonctionnement réversible).
H B
.. Qu W+Qn . 1 1 W
Soit : — — ———— =0.P te : — ] = .
oi Ty T ar suite : Qg T Th s
Ty
Donc : Epmax = ﬁ .

|24
Q2. Efficacité du moteur e, ; €, = —.
Qn

e ¢, est maximale lors d’un fonctionnement réversible.

e Expression de e,maz :
Au cours d'un cycle : AUcyete =0 = W +Qpu +Qp = 0.
Soit : —W =Qp+ Qp.

T,
De plus : ASycte =0 = @ + Qs = 0 (Pour un fonctionnement réversible). Soit : @ —_—
TH TB QH TH
Th —Tg
Donc : | epmaz = T .
Q3. Lors d'un fonctionnement réversible : toutes les transformations sont renversables. De plus :

Epmaz = . Donc I'énergie stockée peut étre intégralement récupérée.

Cmmax

I.B- Etude de la phase de stockage
Q4.
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TJ\ TJ\
Ty |---- ¢ Ty f--- >
h 4 A A 4
T |----+— Tg |---- {
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 \ 1 1 \
4 4
S S

Cycle de Carnot lors de la phase de stockage Cycle de Carnot lors de la phase de déstockage

Q5.

1200

1000 Compression
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800

Isobare a Py
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200
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Q6.

° T1 > Tlis-

e Une partie du travail échangé est transformée en chaleur(énergie thermique).

Q7.

e Rendement par rapport a l'isentropique du compresseur :

Wis

Tles =

(&
On applique le bilan d’enthalpie au compresseur entre ¢ et ¢ + dt :
hse — hee = we + qc, (On néglige la variation d’énergie cinétique et d’énergie potentielle devant la
variation d’enthalpie).
Si la compression est isentropique : g. = 0. Par suite : hgeis — hee = Weis-
Soit :
- hcis — hec
Mes hsc - hec —dqc
La compression se fait rapidement, par suite : g. = 0.

hcis - hec
On en déduit : |7 = T

sc hec

e De méme pour la détente :
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Rendement par rapport a l'isentropique de la détente :

Wt

Tts =
Wtis

On applique le bilan d’enthalpie au détendeur entre ¢ et t + dt :
hst — het = we + qt

Si la détente est isentropique : g = 0. Par suite : hgtis — het = Wegs.

Soit :
Nes = htis - het
“ hst — het — qt

La détente se fait rapidement, par suite : ¢ = 0.

hst — h
On en déduit : | = |

hstis - het

QS. La variation d’enthalpie d’un gaz parfait ne dépend que de T

e Lors de la compression :
hcis - hec = ncs(hsc - hec)~ Soit : Cp(Tlis - T2n) - ncscp(Tl - T2n)
Cherchons 'expression de Ty :

nRT
Pour une transformation isentropique, on a : PV7 =cteet V = T.Par suite : PIYTY = cte.

Donc : P}{_A’Tfi = Pé_wlT;n.
-
. Pg\ 7
Soit : Tlis = T2n <Pfl> - T2n¢
Ton(¥ — 1)

Par suite : | Th — 15, =

Tes

e Meéme démarche pour la détente :
hst - het = nts(hstis - het)- Soit : Cp(TOn - T3) = ncscp(TOn - TS'L'S)
Cherchons 'expression de T35 :
Pour une transformation isentropique, on a : P77 = cte. Donc : P};VT%S = P}{M’TJH.

: Py 12 1
Soit : Tgis = Ton(?g) T o= Tgn@
1
Par suite : TOn — T3 = ntsTOn (1 — 1/}) .
Qg. On justifie 'expression a l'aide de ’analyse dimensionnelle :

[cp(Ty = To)] = Jkg 'K 'K = Jkg™' = [e]

Q10. = [(Th—T, )+ (T —T,)] = ¢, [w_l) + s Tom @ - 1” |

Tlc
R . R~
Or Cp Cy = M Soit : Cp = m
: Ry  [Ta(y —1) <1 )]
Par suite : |e; = +msdon | — — 1 .
M('y - 1) Nes s 0 ¢

Q11. AN :e, =177,73 x 10° J.kg~ 1.

I.C- Positionnement du procédé SEPT par rapport aux autres modes de
stockage
Q12. Le procédé Sept est au méme titre que ’hydraulique gravitaire et Caes concernant la puissance

et la capacité de stockage.Cependant ce procédé a un titre plus important que celui d’hydrogéne ou des
batteries.
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Q13. Le débit massique dans l'installation Sept :
D RV
Py =108W = Dyep(Ton, — T3) = ————(Toy, — T3).

D,, = 338,6kg.s" 1.

Vioor
Q14° €= % = V;)cfluide =ele.
€
On néglige le volume de I'argon se trouvant dans les canalisations.

m m

par= =
" Vocfluide  €Ve

AN :m=1,44 x 10* kg.

Q15.

e La puissance électrique stockée dans la batterie :

Q
P=UI=12
v At

L’énergie électrique stockée dans la batterie pendant 'unité du temps est :

600 J.

Q
— 12°C At = 12,50 =
€ At

108 7

/

e Energie massique stockée par une installation Step pendant I'unité du temps est : e/ = =

6944, 44.] /kg

e, > e.

I.D- Etude de la phase de déstockage
Q16.
hscis - hec

e On a: Ned = ﬁ = hscis — hee = ncd(hsc - hec)-
Par suite : (Tsdw Tg) = Nes(Toqg — T3).

Pp

—1
Or: T) Pl—v TVpl g = Tegis = T (PH> ! = Tx1).

sdis
-1

Ned

Par suite : Ty = T3 [1 +

Or : T3 — Ton = msTon ( 1) (d’apreés la question Q8. ).

Soit : T3 = Ty, |:1 + Mis < 1>:|
} [1 P )] ] |
het - hst

e De méme : 1g = ————— = (T1 — Toq) = nea(Th — Todis)-
het - hstzs T
1

OI' : T;dispéi’y = TlPI]-{7’Y~ Solt . TQdiS = E

Donc : T()d = Ton |:

1
Donc : (Tog —Th) = negTi(— — 1
(0
N Y—1
Or, d’aprés Q.8, on a: T1 = Ty,[1 + ].
TNes
P —1

¢ Nes

1
D'ou : ng = Tgn[l + Ntd

]

) = TZdle[lwd(;—m.

m
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Q17.

1 —1 -1
e Ona:ny<l1 = — >1 = 4 > —1 = 1+d) > .
Ted Ted Tled
Or: Py > Pg = P > 1.
-1
Soit:l—l—w > 1.
Tled

Nes(1 — ) _ Y1 — s (1 — 1)) _ P(1 —nes) + 77ts.

v v o
Puisque : s <1 = (1 —ms)>0 = 14 77t8(1w_1/’)

Donc : [1+"t8(1w_ w)] [1+¢_ 1} > [1+m5(1¢_ w)]w > > 1.

Tled
Par suite : Tog = Ton.

R

Tles

Par suite : Thy = To,,.

Q18.

o Thg="Ton et Tog =To, si: nes =1 et g = 1, c’est a dire le compression et la détente sont réversibles.

De plus: 1+

> 0.

1—4
Y

e De méme : ]>¢>1et[1+ntd ] >0.

e Ces transformations ne sont pas réalistes puisqu’elles nécessitent une durée infinie.

ng. Pour évacuer I'excédent d’énergie, on peut utiliser un échangeur a contre-courant ou circule de
Ieau.

Q20. Toq = Top, = [1+ntd(1_w)][1+¢n_1

1-v) ¢v-1 nu@-1)(1-1v)

J=1.

= L+ " + + =1
17703 (1 Qp)ncsw
Md Md(l —
= Yv—-1)|—+—4+——| =0
( ) (0 ( 77051/}) Pes
Nea(1 — Mtd 1
Or: ¢ #1 = £ 2 Z
’(/JTICS w T’CS

soit : Nq(1l — V) = Neanes — ¢ = Y1 = nea) + ma(1 —nes) =0
(1 — Mq) + Mt

= Mg = 1 et nes =1 ou nyg =

CS
Pour un fonctionnement irréversible : 7.5 # 1 et n;q # 1.
Y(1 — ma) + Mea

Nes
Or: ¢ >1 = 1/1(% —Mea) > (1 — Nea) = Nea + (1 —mq) > 1.

Or: nes <1 = —>1 = nwg > 1 (Ce qui est absurde).

par suite : nyg =

CS
D’oit la nécessité d’avoir un rapport de pression isentropique en stockage différent de celui en déstockage
pour un fonctionnement irréversible.

1
Q21. Ona: Tog=Ti[1+ ntd(w— — 1)] lors du déstockage et T} = Thy,[1 + ¥ | lors du stockage.
d

cS

-1 1
Donc:TQd:Tgn[l—kw ][1+77td<w—1) )
d

Pes
Or : Ty =~ Ty, = [114— 1/11/};1} [1+77td <¢1d—1>}1: 1.
Soit : (7705 +vY - 1)(1 + Utd(% - 1)) = Tes = Utd(% - 1) = m

Med(Nes + ¢ — 1)

Done 1 = o i + 6 1) |
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Q22. On calcule ¢g — ¥ :
g — p = — dllles TV = 1) = WD = ma) + a1~ es)]
(1 _Qp)'i_ntd(ncs"i_d}_ 1) (1_¢)+ntd(ncs+w_ 1)
Pour 75 et g qui sont de I'ordre de grandeur des valeurs utilisées dans la figure 7,(1—1)4+nq(nes+1—1) >

0. Comme (1 —n¢s) >0, (1 —mq) > 0et (p — 1) > 0, alors ¢g — ¢ > 0.Soit : '

Q23. Energie mise en jeu lors du déstockage massique : eq = cpl(Tog —Th) + (Tog — T3)] -

-1
e 11 — Ty : elle se produit la compression lors du stockage. D’ou : Tog = T1(1 + ¥ ).
TNes
-1
Soit : (ng — Tl) =T (w ) .
Nes
g —1

o T3 — Tyg : elle se produit la compression lors du déstockage. D’ou : Ty = T3(1 +

)

Ncd

1
o Ton, — T3 : elle se produit la détente lors du stockage. Dot : T3 = Tp,[1 + nts(a —1)].

-1 1 —1
Par suite : (Tog — 13) = T3 (a— 1) = Ton[l + ms(— — 1)]M.
Ned lb Ned
Soit : | (Tog — T3) = Ton[l + (1 1)] y-1
o1t : od —43) = 1o Nes\— — -
me Yy Neal(1 =) + ha(res + ¢ —1)]
1 v-1 (v —1)
D’ou : eq ==c TO 1+ ——1 + 11 .
pUTonll 4 )]ncd[(l — ) + ea(tes + ¢ — 1)] .

Q24. D’aprés la Figure 7, on peut obtenir un rendement théorique de 90% en supposant que la
turbomachine chaude ne peut pas dépasser 1000 C' en réduisant les irréversibilités au maximum.
Q25. D’aprés la Figure 7, le rendement théorique élevé pour des transformations irréversibles est
obtenu si

T > 1000 C en augmentant le rendement isentropique. D’oll la nécessité de faire un compromis entre le
rendement isentropique et la fusion des matériaux de ’enceinte.

Q26. Les facteurs susceptibles d’expliquer la différence entre le rendement réel et le rendement
théorique sont :

e défauts d’isolation thermique des enceintes.

e ¢largissement des fronts thermiques.
II Analyse de quelques caractéristiques des régénérateurs

II.A- Influence de la porosité du milieu

Q27. oo Yo

‘/total.
4 3
Ne.s-2TR
° 1756,5:&8¥3 nc.sz8ézleta:2R

a
4 3
sTR T

Pasuite: 1 —e.5 = 38R3 =5

D'ou : 50.521—%:0,48.

nepc.3TR?
° 1 - EC.F.C == T
Nes =8.5 +6.5 =4 et av/2 =4R.
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p o 1 4%7‘(’R3 s

a sulte : — & — — .
CECT 82 VAR 3v2

Dot : |ecpo=1— —— =0,26]

3v2

e [’empilement cubique & faces centrés est un empilement compact car ec.po < €c.s

Q28. Le mode d’empilement qui serait le mieux adapté au remplissage du régénérateur est cubique
simple. De plus l'efficacité du stockage augmente avec la porosité.

I1.B- Influence d7autres parameétres

a) Fronts thermiques et influence du coefficients d?échange

Q29.

e D’apres la courbe 11, la différence de température entre le solide et le fluide diminue lorsque h augmente.

e Lorsque h devient de plus en plus élevé, le gradient de température devient de plus en plus élevé.
Donc la largeur du front thermique est de plus en plus réduite.

Q30. Pour une altitude donnée, la température d’équilibre devient de plus en plus faible lorsque h est
élevé, c’est & dire que le fluide céde la majorité de son énergie thermique au solide se trouvant & 'intérieur
de I'enceinte. Par suite, lorsque h est élevé, le générateur stocke d’avantage d’énergie.

Q31.

e L’échange thermique entre un fluide de température Ty et un solide de température T est réversible
si (Ts — Ty) — 0. De plus la durée de la transformation doit étre infinie.

o AS = ASstide + ASfluide = Sech + Ser-
Sech = 0 (on néglige les pertes d’énergie thermique entre le systéme (solide +fluide) et son milieu
extérieur). Dans le générateur I’échange d’énergie thermique entre le fluide et le solide se fait & pression
constante. D’aprés la deuxiéme identité thermodynamique, on a : dHs; = TsdSsoqe- Par suite :
ASsolide = Cps In <C§fq> .

S
Teq
Ty

T T
Donc : Ser = Cpyln (ch> + Cps1n <£q)
Le solide et le fluide échangent de I’énergie thermique entre eux : Cps(Teq — Ts) + Cpp(Teq — Ty) = 0.
CpsTs + CpfT
Soit : Ty = (CpsTs + CpsTy)
Cps + Cpf
11)

De méme : ASyyige = CpyIn

L’entropie créée est nulle si Ty = T, c’est a dire h — +oo(voir figure

a) Influence de la largeur des enceintes

Q32. L’augmentation de L. & débit massique fixé, fait diminuer la vitesse d’écoulement du fluide et
par suite la différence de température entre le solide et le fluide diminue, ce qui augmente le rendement.

a) Influence du débit massique de gaz

Q33. Plus le débit massique est élevé, plus la vitesse d’écoulement est élevée, plus I’échange d’énergie
thermique entre le fluide et le solide devient de plus en plus irréversible (rendement diminue).

II.C- Evolution thermique des enceintes pendant les pauses

Q34.
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1%
e (1—¢)= %, avec V = L2H.,.
Par suite : S,cH, = (1 —¢)L2H.,.

drT
La puissance thermique diffusée axialement est : P = joSoc = )\d—Soc.
z
dT
Soit : P = Ad—(l —e)L2.
z
L’énergie thermique diffusée axialement pendant At est :
dr
Eq= )\d—(l —e)L2At =2,9x 107 J.
z
E
o 4= 1,71 x 107° : L’énergie diffusée axialement pendant 24 h est négligeable devant I’énergie interne

de ’enceinte.

II.D- Notions sur les modéles de conductivité effective d?un milieu poreux

Q35.
e En modea%ixralléle Lo =91+ 92
¢ = —>\||%2TH6
¢ = —/\55(1 —¢)He..
oT

¢2 = —Agggﬂ'@.
Donc : | A = As(1 =€) + Age|.

e En mode série : Ripeq = Rip1 + Ry, avec :

1 (1—¢) €
Rihey = —————— Ry = ¢ Ry —
et = NoorieLeHe M T NLeH, © "% T N L.H.

1 (1—-¢) ¢
Donc : = + — |
Aserie )\s )\g

e Lorsque e — 0 : il n’ y a pas du gaz dans le milieu.
vérification : ¢ — 0, )‘H — As €t Agerie — As

Q36.
. [ (1—¢) L £ N N AsAg _ )\5)\9'
Aserie As )\g )\g(l - 6) +eXs )\”
A Ag(1— As)?
On calcule le rapport : )\se‘lie = (g )\j\; £As) =6,75
Donc : | AMin = Aserie | €t Admaz = )‘H .
Q37. AN:

 \pin =0,036 Wom LK1
® Moz = 0,22Wom~ LK1
II.LE- Mesure de la conductivité thermique effective du milieu granulaire
utilisé pour les enceintes du procédé S.E.P.T.

Q38. On applique le premier principe & la tranche cylindrique comprise entre r et r + dr, avec r > 7g
pepdD2nrdz = jo(r)2nrdzdt — jo(r + dr)2n(r + dr)dzdt

pcpaa—f%m“dz = —aa (rig(r))2nrdz

T
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o or 10, .
Soit : pcp—at = —;E(T]Q(T)).
19T _ad 0T
Par suite : 5= rar (r—ar) .

Q39. On utilise les ordres de grandeurs pour I’équation de la question Q38.

Soit L l'ordre de grandeur de la longueur caractéristique de variation de la température & U'instant ¢
donné.

t L2

Dot : L:,/%.

«
Par suite : L2 = e

or or

Q40. ©= —/\E(ro,t)Qﬂ'roL = YL = —)\E(T‘Q,t)Qﬂ'To.

or —L
D’ou : t) = .

oy (o, ) A27rg

a 7 r?

Q41. Pour¢> 7,avec: 7= 5. — — O0etonpose: v =—. Or,siz — 0: E(z) ~ —y—Inz.
rg  4at 4ot

2
"+ — PL (o
Soit : | T'(ro,t) =Ty + Y [ ¥ ln(4at)]

20pInry  rIn(da)  ¢r

42. AT = - ZET Int.

Q On a 4\ 4\ * 4\ * 4T\ .
AT = f(Int) est une droite de pente positive.

Donc ces mesures sont en accord avec les résultats théoriques.

Q43. oL = % la pente de la droite AT = f(Ilnt) est : p = %
PL

Par suite : | A= — |.
dmp

AN:A=0,038W.m L. K1

Q44. On constate que A >~ A\in.
Donc, le transfert d’énergie thermique se fait en série.
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Oscillations. Couplages

On parle d’oscillations de grandeurs physiques lorsque celles-ci varient périodiquement ; elles sont décrites par
les mémes équations quelle qu’en soit leur nature (mécanique, électrique, etc.). Dans certaines situations les
oscillations temporelles peuvent aussi se propager dans ’espace. Lorsque des grandeurs physiques quelconques
sont interdépendantes, on dit qu’elles sont couplées : c’est le cas lorsqu’on a des liaisons entre oscillateurs
(mécaniques, électriques, ...), et on peut alors avoir des transferts énergétiques.

Données

e Il peut étre commode d’utiliser la notation complexe ; ainsi & une grandeur sinusoidale fonction du
temps f(t) = Fpcos(wt + ¢), on associe le complexe souligné f(t) = Foed @) on j2 = —1, et tel que
f(t) représente sa partie réelle : f(t) = 9Re(f(t)) ; et on notera son conjugué par f*.

e On notera par f(t) et f(t) les dérivées temporelles premicre et seconde d’une fonction f(t).

e Le champ de pesanteur 7 est uniforme, vertical, descendant et de module g = 9,8 m.s2.

e La perméabilité magnétique du vide est po = 4m10~7S.1.

Exerice : Oscillateurs élastiques

1. Oscillateur élastique libre et sans frottements

Un palet S de masse m, de barycentre G, est attaché a un ressort de raideur k£ et de longueur a vide .
S peut se translater horizontalement selon 'axe X’X d’un référentiel R(OXY Z) galiléen, muni de la base
{75,;, 7y, 72} ; origine O des espaces coincide avec la position de G lorsque le ressort n’est ni comprimé ni
dilaté (sa longueur est £y ), ainsi G est repéré par (ﬁ(t) = 2(t). U » : voir figure 8. A Dinstant initial, G est
écarté en z(t = 0) = x¢ > 0 puis laché sans vitesse initiale @(¢ = 0) = 0. On néglige, ici, tous les frottements

fluide et solide. On posera w? = —
n ssort:K
ANZ ressort: S
S
X \ So |
—t ' X
o' IO X

FIGURE 1: Oscillateur élastique

1.1. Exprimer la tension 7(3:) exercée par le ressort sur S ; en déduire I’expression de 1’énergie potentielle
élastique E) .(x), on prendra E, .(x = 0) = 0.

1.2. ATlaide du principe fondamental de la dynamique (P.F.D) déterminer I’équation différentielle vérifide
par la position z(t). Déterminer l'expression de x(t).

1.3. Représenter sur un méme graphe les allures de E, c(z), de I’énergie cinétique E.(x) et de I’énergie
mécanique Fy,(z).
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1.4. Tracer le graphe du portrait de phase @(z), en précisant le sens.

2. Oscillateur élastique avec frottement solide (frottement fluide négligé)

On reprend loscillateur S de la question 1 (figure 8), mais, cette fois, la réaction ﬁ du plan Sy a une

composante tangentielle, appelée force de frottement de glissement : R, ; elle s’oppose au glissement, et
fmg
.

on note f le coefficient de frottement. On pose z. =

2.1. Lors du mouvement, justifier Pécriture générale de I’équation différentielle sous la forme :
m.Z + k.x = e.fmg, avec e==1 (deux cas).

2.2. Lorsqu’on lache S en zg > 0, justifier que pour ¢ vérifiant : 07 <¢ <7, on ae = +1.
Déterminer, alors, la solution x(t) de ’équation différentielle du mouvement.

2.3. Cette premiére phase du mouvement s’achéve en x = x1(t = 71) et le mobile repart en sens inverse
; déterminer x7.

2.4. On prend comme origine des temps I'instant ot G repart en sens inverse vers les x croissants (cette
fois). Déterminer la position zo de G lorsque cette deuxiéme phase s’achéve.

2.5. Dans la suite, le solide effectuera des allers et retours. Pour la n®™® phase du mouvement exprimer
la position z,, d’annulation de la vitesse, en fonction de xg, x. et n € N*.

27
Exprimer la durée 7; 1<ij<, de chaque phase en fonction de la période T' = —.
== w

2.6. On suppose que la vitesse s’annule pour z,, a U'instant .
Déterminer la condition sur |z,| pour que le palet S reste immobile (point d’arrét).

2.7. TEtablir I'expression de I'énergie mécanique E,, 1(z) entre zq et x1 (2 (o) = @(21) = 0).

2.8. Tracer sur un méme graphe les courbes : E, () (voir question 1), ainsi que E, ;(z) pour les trois
premiéres phases (i = 1,2,3). En déduire la valeur de x; et positionner z2 et x3.

2.9. Tracer l'allure du portrait de phase pour les trois premiéres phases du mouvement

Probléme 1 : Couplage magnétique

I.1. Couplage magnétique entre deux circuits

On considére deux solénoides supposés infinis (C1) et (Co) de méme axe Z’Z de vecteur unitaire . Ils
ont respectivement : les longueurs [y et I3, les sections de surfaces S7 et Sy < 57, les rayons R; et R et les
nombres de spires Ni et No. (C7) et (C2) sont parcourus, respectivement, par les courants d’intensité i; et
19 orientés dans le sens direct par rapport a I'axe OZ.

Le solénoide (C9) pénétre a 'intérieur du solénoide (C4) sur une longueur h. On note L et Lo les
inductances respectives des deux solénoides. Voir figure 2.

ilA /\iz

Vi, Vi solénoide (C,)

solénoide (C,) ™ 4 &

FIGURE 2: Solénoides en influence magnétique
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I.1.1. Déterminer le champ magnétique gl(r < R;) a lintérieur du solénoide (Ci), en exploitant les
symétries et invariances et en appliquant le théoréme d’Ampére.

Donner, aussi, '’expression du champ magnétique Bo(M) a Uintérieur de (Co).

On admettra que le champ magnétique propre est nul & I'extérieur de chacun des solénoides.

I.1.2. Déterminer les expressions des flux propres Pcy /0, et Poy o, et en déduire les expression des
inductances propres Lq et Lo.

I1.1.3. Déterminer I'expression du coefficient d’inductance mutuelle M = Me, /¢, = Mg, /¢, Discuter
I'influence du paramétre géométrique h sur la valeur de M.

1.1.4. Montrer que l'on a nécessairement M < +/LqLy. Peut-on avoir M = +/Lq1Ls? Expliquer.
Le résultat précédent est général pour deux circuits parcourus par des courants i; et io en influence

1 1
magnétique, et dont I’énergie magnétique s’écrit :E,, = §L1i% + §L2i§ + Miqio ; ot Ly et Lo sont les

. : : 7
inductances propres et le coefficient d’inductance mutuelle est M. On pose x = 2
2

E
I.1.5. Montrer par étude du polynéme f(x) = Tm >0 que M <+/LiLs.
¥

I.2. Circuits RLC couplés par une inductance mutuelle

On considére les deux circuits RLC série représentés sur la fig- R ocll o~

ure 3, et couplés par une inductance mutuelle M. On note e(t) u [
. e , L. N Te L L

la tension d’excitation imposée en série au circuit (1) et u(t) la

LT
Py
N

tension de sortie aux bornes de Ry. On note i1(t) et ia(t) les )

@

courants parcourant les deux circuits. On suppose que le sens des

enroulements est tel que M > 0. FIGURE 3: Circuits RLC couplés par
une mutuelle

I1.2.1. Etablir le systéme de deux équations différenticlles reliant 1 (t), ia(t) et e(t).

On suppose que la tension e(t) est sinusoidale, de pulsation w, et on adopte la notation complexe soulignée
: e(t) = Re(e(t)), avec e(t) = Ee’*!, E € RT. On cherche les courants complexes sous la forme : i1(t) =
ﬂej“’t et ip(t) = erwt ; I1 et I3 sont les amplitudes complexes des courants. On s’intéresse a la réponse au
niveau du circuit (2), qui est de la forme u(t) = Ue/*t.

1.2.2. Montrer que les amplitudes complexes des courants sont données par le systéme suivant :

(

. . FE
(W —wt —jmw)i + (k.w?).Iy = —jw.
(k.w?).Ih + (W —wi —jpw).ly = 0

Exprimer les coefficients wy, 71, 72 et le coefficient de couplage k en fonction des données du probléme,

on remarquera que k est positif.
€

On se place au voisinage de wy, et on pose € = w — wy avec < 1let a=kuwy.

wo

wo

1.2.3. Montrer quavec Papproximation <& 1, le systéme prend la forme simplifiée suivante :

| b
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I.2.4. En déduire expression de la fonction de transfert H (e, o) = = au voisinage de wo.

o g

1.2.5. Déterminer I'expression du module H(s = 0, ), on le notera Ho(a).

1.2.6. On étudie Hy(a), en fonction de a. Exprimer la valeur a., pour laquelle ce module est maximal,
en fonction de 71 et 7. Donner la valeur de Hy(av).

Probléme II : Couplage magnétique et principe d’un transformateur

I1.1. Le transformateur parfait
On considére un noyau torique de centre O, de rayon moyen OM = R, et de section droite S. Ce tore est
constitué d’'un matériau ferromagnétique assimilé a un milieu linéaire, homogéne isotrope de perméabilité

" . M L, . . L, . . . .
magnétique relative u, = — supposée infinie. Sur ce tore on réalise deux enroulements I'un appelé primaire,
0

noté (C1), & Ny spires et 'autre appelé secondaire, noté (Cs), & Na spires. On note par i1 et iy les courants
dans le primaire et le secondaire respectivement. Le champ magnétique est supposé uniforme (R? > 9),
parfaitement canalisé et le couplage est fort. On suppose que chacune des N1 4+ No spires est traversée par
le méme flux commun .

(5] I) N2
”J_
i‘Lz
 S—
o Symbole d'un transformateur
Primaire Secondaire
My spires N2 spires

FIGURE 4: Transformateur torique parfait

,U(lel + Ng.ig)
2R

S

II.1.1. Montrer que le flux commun a pour expression p=

I1.1.2. Exprimer les flux totaux ®; et @5 a travers les deux circuits et en déduire les inductances propres
respectives Ly et Ly ainsi que le coefficient d’inductance mutuelle M. Vérifier que la condition de couplage
parfait est réalisée.

I1.1.3. Exprimer les forces électromotrices e; et ey induites respectivement dans les deux circuits.

u
I1.1.4. Déterminer le rapport de transformation en tension m = cy
U1

I1.1.5. En supposant la perméabilité magnétique relative p, = ad comme infinie, déterminer le rapport

. Ho
. 2
de transformation en courant —-.
11
. . . . UQ.iQ
I1.1.6. Déterminer le rapport de transformation en puissance r = —|. Commenter.
Uui.11

I1.2. Utilisation d’un transformateur d’isolement dans la réalisation d’un

<
wattmeétre

On s’intéresse & la mesure de la puissance moyenne consommée aux bornes du dipole AB formé d’un

résistor R en série avec un condensateur de capacité C' ; il est parcouru par le courant d’intensité i(t)
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lorsqu’il est soumis & la tension w(t) : voir figure 5. Les deux amplificateurs linéaires intégrés (A.O) sont
supposés parfaits et fonctionnent en régime linéaire et le multiplieur, noté x, délivre & sa sortie la grandeur
s = kxy ot k = 10 est une constante.

On donne r = 10092, R = Ry = 1kQ, Ry = 10k, R3 = 100kQ et C = 2C"’ ?:?MF~

Transformateur
d'isolement

FIGURE 5: Réalisation d’un wattmeétre

I1.2.1. Quel est l'intéret d’utiliser un transformateur d’isolement pour ce montage.
I1.2.2. Exprimer v (t) en fonction de i(t), puis z(t) en fonction de i(t).

I1.2.3. Exprimer y(t) en fonction de u(t).

I1.2.4. Exprimer la grandeur s(¢) en fonction des grandeurs i(t) et u(t).

I1.2.5. En régime sinusoidal, établir la relation entre les grandeurs complexes v5(t) et vy(t) ; comment
appelle-t-on le montage situé aprés le multiplieur?

Etablir la relation mathématique pertinente reliant la grandeur v3(t) a la grandeur wvo(t), et préciser,
alors, la condition de travail.

I1.2.6. Que représente physiquement la grandeur vz pour le dipole AB? Justifier votre réponse.

I1.3. Dans cette question, on s’intéresse & un transformateur réel en régime sinusoidal de fréquence f.
On note Ry et Ry les résistances respectives du primaire et du secondaire ; on note 7 la conductivité du
matériau magnétique ohmique et Pr la puissance liée aux courants de FOUCAULT. Au primaire, la puissance
absorbée moyenne est P; et la puissance moyenne disponible au secondaire est Ps.

I1.3.1. Donner 'expression du bilan complet des puissances et I'expression du rendement 7.

I1.3.2. Donner les relations locales permettant de justifier, sommairement, que Pp est proportionnelle
au carré de la fréquence.

Probléme 111 : Oscillations transversales et propagation le long d’une
corde

On considére une corde de longueur L, de masse linéique p tendue avec la tension Ty > 0. Au repos la
corde est rectiligne et paralléle & ’axe horizontal OX. On étudie les petits mouvements verticaux de la corde
autour de sa position d’équilibre, et on note z(z,t) le déplacement du point d’abscisse x a l'instant ¢. L’axe
OZ est vertical ascendant. On fait les hypothéses suivantes :

(1) Les déplacements sont petits, ainsi que l'angle «(z,t) que fait la corde avec 'axe OX ;

(2) La tension de la corde en mouvement est : T'(z,t) = Ty + T1(x,t) avec [Ty (z,t)| < Ty ;

(3) On ne gardera que les termes du premier ordre en z(z,t) et en ses dérivées.

(4) On néglige les effets de la pesanteur.

III.1. On considére que la corde est le siége de petits mouvements transver-
saux

IT1.1.1. Montrer que I'élément de corde situé entre x et  + dz a pour longueur élémentaire dL ~ d.
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FIGURE 6: Elément de corde en mouvement transversal

IT1.1.2. Appliquer, puis projeter, le théoréme de la résultante cinétique a cet élément de corde.
II1.1.3. En déduire 'équation d’onde vérifiée par 'élongation z(z, t).

II1.1.4. Donner I'expression d’une onde sinusoidale progressive vers les x croissants z1(x,t), d’amplitude
a et de pulsation w. Donner I'expression de la vitesse de propagation ¢ de cette onde.

III.2. Ondes stationnaires. Corde de Melde

La corde de Melde étudiée est homogéne de longueur utile L = OA = 1m et de masse linéique p =
4,9.10"*kg.m~'. La corde est tendue horizontalement et son extrémité A est fixe et son extrémité O est
attachée a un vibreur qui lui impose un mouvement sinusoidal de fréquence f.

: A2 —
x=0 4—» x=L
— :I:}/\ A
vibreur °
PRGN
\ / m.g
secteur
™ stroboscope

FIGURE 7: Etude expérimentale de la corde de Melde

I11.2.1. Montrer que I’équation d’onde peut avoir une solution en ondes stationnaires de la forme
z(z,t) = f(x).g(t) ; et montrer qu’elle peut s’écrire : z(z,t) = zp.cos(k.x + a).cos(wt + 3).

II1.2.2. On cherche une solution avec les conditions aux limites z(0,t) = a.coswt et z(L,t) = 0, Vt ; en
déduire 'expression finale de I’élongation z(z,t).

IT1.2.3. Montrer que la condition de résonance est k.L = n.mw,n € N*, et commenter.

On observe cette corde avec un stroboscope donnant des éclairs brefs et périodiques a la fréquence fs. On
rappelle que I'ceil humain ne discerne pas les éclairs successifs lorsqu’ils ont une fréquence fs > f, = 24Hz
(Iéclairage semble continu). Dans la suite on supposera aussi f > f,.

I11.2.4. Pour que la corde semble fixe lors des illuminations par le stroboscope, quelle doit étre la
relation entre les fréquences fs et f 7

II1.2.5. Lorsquon éclaire la corde précédente avec un stroboscope de fréquence fs = 9,9Hz, on percoit
un mouvement apparent, dans le méme sens que le mouvement réel, et de fréquence f, = 0,99H 2 . Etablir
les relations qui relient les fréquences fs, f et f,.

ITI1.2.6. Pour une tension adéquate de la corde, et donc pour une masse accrochée m, on observe p € N*
fuseaux a la résonance. Ktablir la relation entre la fréquence f et le nombre p de fuseaux observés. On

pourra supposer la présence d’un nceud en O.

IT1.2.7. Dans 'expérience de la Figure 7, on a m = 0, 125kg ; la poulie est parfaite.
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En déduire la valeur de fréquence f du vibreur de Melde.

I11.3. Owuverture sur la mécanique quantique ; dualité onde-corpuscule
L’équation d’onde est généralisée a une particule, et on peut 1’écrire :

i@%(az,t) B iaQZ(l‘,t)
k2 ox2 w?  Ot?

oll w > 0 et k sont deux constantes.
La particule a pour masse m, et on note p = m.v sa quantité de mouvement, Ep(x) son énergie potentielle

et F son énergie totale. On pose z(z,t) = ¢ (x) cos(wt).

II1.3.1. En utilisant la relation de DE BROGLIE p = hk, h étant une constante, établir Péquation de
SCHRODINGER en régime permanent :
n? d*p(x)
2.m  dx?

+ Ey(x)Y(x) = EY(z).

II1.3.2. On considére une particule libre se trouvant dans un puits de potentiel : E,(0 <z <a)=0,

E,(x <0) =00 et Ey(z > a) = oc.
Etablir 'expression de 1’énergie E et montrer qu’elle est quantifiée.
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Oscillations. Couplages

Exerice :  Oscillateurs élastiques

1. Oscillateur élastique libre et sans frottements
AZ ressort :K 5
alet S
60000000 &
\ So |
Xt : X
(o} (0] X

FIGURE 8: Oscillateur élastique

1.1. Expression de la tension ?(:c) exercée par le ressort sur S et I'expression de ’énergie potentielle
élastique E) .(x), on prendra E, .(x = 0) = 0.

. ?(m) = —KAIW,. Soit : ?(w) = Ko, |

1 1
o 5W(?) = —Kxdr = —d (QKmQ + cte) = Epic(z) = §Kx2 +cte. Or: Epjc(x =0) =0 = cte =0.
Par la suite : ]
E,c(x)= inQ

1.2. L’équation différentielle vérifiée par la position x(t) et expression de z(t).
e P.F.D appliquée au palet dans le référentiel terrestre supposé galiléen :

md=P+T+ R

Projection sur 'axe 790 :mi =T, = Kzx. Soit :

T+ —x =0.
m

e 2(t) = Acoswt + Bsinwt. Or : z(0) = 9 = A = xp.
#(0) =0 = Bw = 0= B = 0. Par la suite :

x(t) = xo coswt.



EPREUVE DE PHYSIQUE - Filiére PSI Concours national commun 2020

1.3. Les allures de E,.(x), de I'énergie cinétique E.(z) et de 1'énergie mécanique Ep,(z).

[N

> T
0
1.4. Le graphe du portrait de phase @(x),
. . : i\’ z )\
&(t) = —wowsinwt, par lasuite : | [ — ) + | — ) =1/
Tow o
T
AN
Tow
> T
—Xo Zo

2. Oscillateur élastique avec frottement solide (frottement fluide négligé)
2.1. Projection suivant I’axe de vecteur unitaire Uy

mi =—Kzx + Ry
Projection suivant ’axe de vecteur unitaire 7y :
R,—mg=20
Or: Ry=e¢fmg = mi=—Kzx+ecfmg. Soit :
mi + kx = ¢ fmg, avec e ==+l1.

2.2.  On lache S en 2y > 0 sans vitesse initiale et se déplace dans le sens opposé a (Ozx), c’est & dire
Ry >0 = Rr= fmg. Donc:

mié+ Kz = fmg = i&+w’sz=fg

La solution de cette équation est : z(t) = A’ coswt + B'sinwt + .. z(t =0) =20 = A +2. =0 =
A =x9—2.. #2(t=0)=0= Bw=0= B =0. On en déduit :

x(t) = (xo — x.) coswt + z.
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2.3. Cette premiére phase du mouvement s’achéve en = x1(t = 71) et le mobile repart en sens inverse ;
(t) = —(xop — xc)sinwt et (1) =0 = sinwm =0. Soit : wr = m. Par la suite : x; = z(1y) =

(g — x.) cosm + x.. On en déduit que : ‘:p(ﬁ) =1x1 = 2%, — X0 ‘

2.4. On prend comme origine des temps I'instant ot G repart en sens inverse vers les x croissants (cette

fois).

Pendant la deuxiéme phase, S vérifie : & + w?z = —fg. La solution de cette équation est : z(t) =
A” coswt + B” sinwt — x,.. Calculons A” et B” :

x(r) =A"cosm+ B’ sint —x. = —A" —x. => A" = —x(11) — zc.

(1) =0 = B'wsin(wre) =0 = wnp = 27.
x9 = x(12) = A” cos(27) + B” sin(27) — x. = A” — x..
On en déduit que : ‘:pz = (1) — 2z, = T — 42

2.5. Dans la suite, le solide effectuera des allers et retours. Pour la n®™® phase du mouvement exprimer
la position x,,, d’annulation de la vitesse, en fonction de xg, x. et n € N*.

e 13 =2x.— x9 = 6. — Xy. On en déduit, par récurrence, que : ’xn = (2nx. — x9)(—1)" ‘

™ T
e La durée de la phase 7; est telle que : wr =1 = |17 = — = 7|
w

2.6. On suppose que la vitesse s’annule pour z,, a I'instant t,.
Le palet reste immobile pour t > 7, si : K|z,| < Ry, c’est a dire que : Klz,| < fmg. Par suite :

Pl <]

2.7. L’expression de I'énergie mécanique E,, 1(x) entre g et z1 (#(zg) = #(z1) = 0).
On applique le théoréme de I’énergie mécanique entre xg et x :

Emi1(z) — Ema(z0) = W(Br) = —Rr(zo — ) = fmg(wo — )
Soit : 1
Epi(x) = EKJL‘% + fmg(z — x9)

2.8. Les courbes : E, () (voir question 1), ainsi que E, ;(x) pour les trois premiéres phases (i = 1,2, 3).
En déduire la valeur de x; et positionner xo et x3.

o Eno(x)— Eni(x) =—fmg(x —x1). Eps(x) — Epa(z2) = —fmg(ze — x).

e valeur de x7 :

1 1
Epn(z1) = Ep(x1) = = iKm% + fmg(z1 —x0) = in% = K(z2 — 23) = 2fmg(z1 — x0).

On en déduit que : ‘Il = 2x. — Tp ‘
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2.9. L’allure du portrait de phase pour les trois premiéres phases du mouvement
AX
xjﬁ } %o X
Probléme 1 Couplage magnétique
I.1. Couplage magnétique entre deux circuits
\‘“2 \+’i1 solénoide (C,) . Alz Vi
1 \ / . 1
\_ solénoaide (C,) Iwz _______________ 1
S, v v H S
rrrrr : s
7 zZ
12
K 5 h B
L,
I.1.1. Le champ magnétique 31(7’ < Ry) en un point M(r,0,z) a lintérieur du solénoide (C)
((€r, €9, €-) est la base cylindrique) ;

o (M, “ ?9) est plan de symétrie de la distribution du courant et §1(M ) est perpendiculaire & ce plan

de symétrie, = ﬁl(M) = Bi(r,0,2)U .

e Invariance de de la distribution du courant par translation quelconque le long I’axe (Oz) et par rotation

%
quelconque autour de l'axe (Oz), = Bi(M) = Bi(r)..

< h’ \
A) r

(€)
MM

¥

e Théoréme d’AMPERE ;

%C) ﬁ(M) : d7 = polenlaces par(C)

N
Bi(r)h — Biegh = ,uoe—lhil avec Bieyt = 0 (par hypothése dans I’énoncé).
1

N
On en déduit que : ﬁl(r < Ry) = Moe—lilﬁz !
1

N-
e L’expression du champ magnétique gz(M) a l'intérieur de (Cs) : ?2(7” < Ry) = ,uog—zigﬁz :
2

Page 116 / 144



EPREUVE DE PHYSIQUE - Filiére PSI Concours national commun 2020

I.1.2. Les expressions des flux propres Pcy /ey et Po, c, et les expression des inductances propres Ly et

Lo.
N2mR? N2t R?
e O(C1/CY) = o IZ Li1 = Lyiy. On en déduit que : | L1 = pg 1; L
1 1
NZmR2 N3mR3
o &(Cy/Co) = po 2; 24y = Loiy. On en déduit que : | Ly = po 2; 2|
2 2

I1.1.3. L’expression du coefficient d’inductance mutuelle M = Me, /0, = My o, -

Ni7mR2 N. NimR2 N
17rR2—2hi1 = M+i;. On en déduit que : | M = pg 1T iy 2y
fl 62 El 62

o ©(C1/C2) = po

e La valeur de M est proportionnelle & h.

I.1.4.

M?  R3h? 2

LiLy  (16sRY

< 1.
LiLy —

Or :Rs < Ry, h < {1 et h < £y. Donc : h? < {1/5. Par suite :

e calculons

e On ne peut pas avoir M2 = L1Ly. A cause des effets de bords, le couplage entre les deux solénoides

n’est pas parfait.

En, 1. & 1. M L L B+ B,)?
L1.5. == L2+ L+ .1222121962+2+sz/// (Brt Bo) )
5 2 ey 2 5 2 2 espace 210
E
>0 = A<0 =  M’-ILiLy<0
¥
Soit :

M < vLiLy

I.2. Circuits RLC couplés par une inductance mutuelle
I.2.1. Le systéme de deux équations différentielles reliant iy (), ia(t) et e(t) ;

1
e La loi des mailles appliquées au primaire : e = jLwl; + jMwl, + Tl 1+ Rl
jCw

L L di dip 1 [ : o

Par suite : e(t) = LE + ME + ol /zl(t)dt + Ryi1. Soit :
de dz’il d2i2 il dil
a ~Lae Mg oty

1
e La loi des mailles appliquées au secondaire : 0 = jLwly + jMwl; + Tlg + Rol,.
jCw

. o
Par suite : 0= L2 4 a9 |

g7 g C/Zz(t)dt + Roiy. Soit :

d?iy d%i; iy dis
0=r"2 42ty 2 p22
az "M oty
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1.2.2.

I
JwE = (jw)2LI, + (jw)*MI, + *51 + jwRiI,

I
(jw)?L1y + (jw)>?MI, + 62 + jwRyI, =0

jwE 2M iwR
_%:wa_’_w lz_wgll—ﬂu 1l1
w? JwRo
2]2+ Il_wOIQ 12:0
wa

2
M
W2 ijl) I+ w I,

( :
I1+ < 2 ]wR2>

I~
[N}
o

M R
Par identification, on en déduit : wg = \/t, V1 = Ll k= o= TQ Soient
2 2 _ 2 B
(W —wg —jmw).li + (k.w?).Iy = —jwg
(k.w?).Iy + (W —wi—jyppw).ly = 0

1.2.3. On se place au voisinage de wp, et on pose € = w — wy avec |—| < 1 et a = k.wp. On a

wo

€ 2 2 € \2 2
w =€+ wy wo( +w0> w wi ( wo) wi ( +w0)

Par suite :

w? — Wl = 2ewp

jwE .
_jT = (2ewp — jy1wo)l; + Kwil,

Kw§ly + (2ewp — jyiwo)ly =0
Or : w ~ wgy. Aprés simplification par wg, on trouve :

B
]L (26 — jm1)I; + Kwol,

Kuwoly + (26 — jy1)l, =0

Puisque : kwp = «, le systéme prend la forme simplifiée suivante :

. E
(2e—jm).LL + a.ly = —J7
ady + (2e—jm)l = 0
1.2.4. L’expression de la fonction de transfert ; H(e, o) = £ au voisinage de wy.
€
U_ Ry L,(2 — jy2)

H =

» o D’apres la question précédente : I; = — -

On remplace I, dans la premiére équation du systéme obtenu dans la question précédente :
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e
(22 — jn) . JjE e L
———(2e — I Iy=—"—P te: = = c(e=F).
- (26 — jya)ly + al, 7 Par suite e T I ()@ ) avec : (e )
Donc :
o a
JRa—
H= L

a? — (2e — jm)(2e — j2) |

I1.2.5. L’expression du module H(e = 0, ), on le notera Hy(c).

(0}
s R
—0) — L o _ 20
H(E = 0) = m Soit : HO(O() = m .

1.2.6. On étudie Hp(a), en fonction de . Expression de la valeur a., pour laquelle ce module est
maximal, en fonction de v; et 2. Donner la valeur de Ho(a.).

d(Ho(a)) (042 +7172) — 202 . Ry 1
——— =0= = 0. Soit : | o = +/ et | Hy(a) = — .
dOé (a2 + 7172)2 Y172 0( ) 2[ ,77172

Probléme II : Couplage magnétique et principe d’un transformateur

II.1. Le transformateur parfait
II.1.1.  On applique le théoréme d’Ampére dans les milieux ferromagnétiques :H2wrR = Nyii 4+ Nois.

Niig + Noi
= H = %Rm Dans le milieu ferromagnétique linéaire, homogéne et isotrope : B = puH =
T
Nii1 + Noi
N+ 212). D’ou :

2rR

_ /J(Nﬂj + NQiQ)S
2rR

I1.1.2. Expressions des flux totaux ®; et ®9 a travers les deux circuits et les inductances propres
respectives L1 et Lo ainsi que le coefficient d’inductance mutuelle M.

H(Nlil + Ngig)s
2R

o & = Nijp= N1 = Lyt + Mis.

NS
Par identification, on en déduit que : | L1 = s

/A(Nlil + Ngig)s

,uNlNQS
t| M= ———1|
2mR ¢ 2TR

Ny = Loty + Miy.

q)g :NQ(,OZ

2R
N3S
Par identification, on en déduit que : | Ly = il
2R
2N2N2S2 QNQNQSQ
o L Ly= 111002 g2 BN
472 R2 472 R2

On constate que : M? = Ly Ly = le couplage est parfait.

I1.1.3. 1Les forces électromotrices e1 et es induites respectivement dans les deux circuits.

d dt
u
II.1.4. Le rapport de transformation en tension m = -2
u1
ug  —ez Ny
m = — = =
up  —er N
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I1.1.5. ;. — +o0 et B est finie = H — 0.

Soit : ) N
Niii+ Naig =0 = =2—=_2L
11 N2
I1.1.6.
o |1r= —uﬂ? =1\
(3KAN

e Le transformateur parfait ne consomme aucune puissance (toute la puissance fournie au primaire est
transmise au secondaire).

I1.2. Utilisation d’un transformateur d’isolement dans la réalisation d’un
wattmeétre

I1.2.1. Le transformateur d’isolement permet d’éviter le court-circuit de la résistance r.

I1.2.2. Expression de v;(t) en fonction de i(t) et expression de z(t) en fonction de i(t).

Vb Wi
R Ry Ry
o MILLMANN a l'entrée (=) de 'A.O.1: vp =0 = 1—=% =0. Soit : Vy = ——=Vp,
— Lo 1
Ry * Ro
Ry .
Or: Vp=—rl. Donc: |v(t) = ==ri(t) |
Ry
o [z =uv(t) = g?m(t)

I1.2.3. Expression de y(t) en fonction de wu(t).

I1.2.4. Expression de la grandeur s(t) en fonction des grandeurs i(t) et u(t).

I1.2.5. En régime sinusoidal,

v
o v, =0 = R23+113<

1

R +jC"w> =0. Donc : vy = —v3(1 + jR3C'w).
3

e le montage aprés le multi-plieur joue le role d’un intégrateur inverseur.

e La condition pour que le montage joue le role d’un intégrateur est : R3C'w > 1.

1
e La relation reliant v3(t) a va(t) lorsque R3C’'w > 1 est satisfaite est : v3(t) = "R /vg(t)dt.
3

I1.2.6.

o vst) = —R;C,kgir / w(t)i(t)dt.

e v3 est proportionnelle & la puissance moyenne consommée par le dipole AB.

I1.3.
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I1.3.1. Bilan complet des puissances et expression du rendement 7.

° P1:P2+R1[12+R2122+PF.

I1.3.2. Les relations locales permettant de justifier que Pr est proportionnelle au carré de la fréquence
sont :

e La densité volumique de courant j est reliée au champ électrique a ’aide de la loi d’Ohm locale :

—
J ="
« Pr=JE.
LS
ot
Probléme III : Oscillations transversales et propagation le long d’une
corde

ITI.1. On considére que la corde est le siége de petits mouvements transver-
saux

I11.1.1. Omna:

2
dL = \/(dz)? + (dz)? = dzy |1 + (ZZ> = d

Xz

1 /dz\?
I ~
+ 2 ( dac) ] dz
(Dans le cadre des ondes de faibles amplitudes les termes d’ordre deux sont négligeables).

II1.1.2. Projection, suivant 'axe (Oz),du théoréme de la résultante cinétique appliqué a 1’élément de la
corde situé entre z et x + dx dans le référentiel terrestre supposé galiléen :

0%z 9
pde sy = Te(a + dr) = To(x) = 5-(Te(a,1))da

Projection, suivant l'axe (Ox) :

0="Ty(x+dz) — Ty(x) = g(Tx(:p,t))dm
x
II1.1.3. L’équation d’onde vérifiée par I’élongation z(z,t).
On a: 5
—(Tp(z,t)) =0 = T.(x,t) =Ty =mg
ox
T,0 0? Ty 02
De plus : tanf = Toa—; Par la suite : a—tj = ;00731; .

II1.1.4. L’expression d’une onde sinusoidale progressive vers les x croissants 2 (z,t), d’amplitude a et
de pulsation w et ’expression de la vitesse de propagation ¢ de cette onde.

e 2i(x,t) = acos(wt — kx).

1o
® C —= —.

W
I11.2. Ondes stationnaires. Corde de Melde
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II1.2.1. La solution se équation ;

e Puisque les deux extrémités de la corde sont fixées,la solution de ’équation d’onde envisagée est une
solution en ondes stationnaires z(z,t) = f(x)g(t).
. ‘ dZQ_ 9 d’f 1 d29_ c? dzf_ B
o f(x) et g(t) vérifient : f(x)ﬁ =c g(t)w = GO 2~ Fla)da? cte = C,.
Si la constante : C, = 0 ou C, > 0, les solutions divergent ou s’atténuent au cours du temps et ne
correspondent pas a la propagation d’ondes dans le milieu. Donc : C, ne peut étre que négative. On
pose C, = —w? = g(t) = Acos(wt + B) et f(z) = Beos(kz + ), avec : k = -

II1.2.2. On cherche une solution avec les conditions aux limites z(0,t) = a.coswt et z(L,t) = 0, V¢ ;

z(x,t) = zocos(wt + B)cos(kr + )

2(0,t) =0 = zocosaw =a et [ =0.
z2(L,t) =0 = zg cos(kL + a) cos(wt) =0 = kL + % = g
Soit : -
=——kL
T3
Donc :
z(x,t) = sing#k:L) cos (k::n + g - k:L) cos(wt) = sin(ak'L) sink(L — z)] cos(wt) |.

II1.2.3. La condition de résonance ;

e La résonance d’amplitude se produit lorsque "amplitude de z(z,t) est maximale, c’est & dire :

sinngL) — 400 et sin[k(L — )] = £1 = kL = nm, avec : n € N*.

e Le modeéle de faible amplitude n’est donc pas valable a la résonance.

Commentaire :

On observe cette corde avec un stroboscope donnant des éclairs brefs et périodiques a la fréquence
fs- On rappelle que I'ceil humain ne discerne pas les éclairs successifs lorsqu’ils ont une fréquence
fs > fo = 24Hz (I'éclairage semble continu). Dans la suite on supposera aussi f > f,.

II1.2.4. La corde semble fixe pour T, = nT', Soit : .

IT1.2.5. Lorsqu’on éclaire la corde précédente avec un stroboscope de fréquence fs =9,9Hz, on pergoit
un mouvement apparent, dans le méme sens que le mouvement réel, et de fréquence f, = 0,99Hz.

Entre deux éclairs successifs du stroboscope, un point d’un disque tournant a la vitesse angulaire w semble
27

tourner d'un angle : 0 = w(Ts — T'), avec : w = T

T
On exprime ’angle 6 en utilisant la vitesse de rotation apparente : w, = T : 0 =w,Ts. Donc :
a

2T 2 1 1 1
(T, —T) ==t = — =
T<S ) T, ° T T, T,

Soit :
fa:f_fs
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A
IT1.2.6. La distance entre deux nceuds est un multiple de 5 :

L=

pA  pcl  pc pc
= _ — :> [
2 2 2f /

2 T 2L
I11.2.7 — P /™ prapre i "énoncé R o
Lo, f= o 7 D’aprés la Figure 7 de I’énoncé - page 113/144 : p=4. AN : f =100 Hz.

II1.3. Owuverture sur la mécanique quantique ; dualité onde-corpuscule

II1.3.1. La relation de DE BROGLIE p = hk, h étant une constante. On a :

1 92z 1 9%z d?
L= i G
k20x2  w? ot? = dx? W(x)
2 27.2 2 12
p h2k W2 @2y 1
Or * om TP T gy T 2m dx? (z) T E

On "multiplie" I'équation précédente, a droite, par ¥ (x), on obtient :

h? d%(x) _
—or ot Ey(z)y(z) = E(z)

II1.3.2. On considére une particule libre se trouvant dans un puits de potentiel : E,(0 <z <a)=0,
Ey(z <0) =00 et Ep(z > a) =o0.

h? d%y d>)  2m
0<z<a: E,=0 = o gt =EyY(z) = T2 +ﬁ1/1(m):0
La solution de cette équation est :
vVomE 2mE
Y(x) = Acos T ¢+ Bsin Yoy

h
Puisque : Ey(z < 0) = 400 et Ep(x > a) = 400, donc : ¢(z =0) =0 et ¢(z =a) =0.

2mE
e Y(x=0)=0= A=0. soit : ¢(z) = Bsin ;n x.
V2mE 2mFE
e (z =a) =0 = Bsin " 4 = 0. Par suite : 77: a=nm
n?m?h?
On en déduit que : | E, = TmaZ | avec n € N*. Donc E, est quantifiée.
ma
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Le palladium

Propulsé sur les sommets en toute discrétion

Découvert en 1803 par WOLLASTON, chimiste britannique, le palladium vient du nom de I'astéroide
Pallas découvert en 1803, nom faisant référence a la déesse de la sagesse Pallas Athéna. Avec le ruthénium,
le rhodium, I’osmium, l'iridium et le platine, le palladium forme I’ensemble des « platinoi‘des ». Il s’agit
d’un métal précieux blanc argenté mou. Le minerai le plus important est le stibiopalladinite (Pd5Sbs).
Le palladium est actuellement ’objet d’une grande attention mondiale du fait de son prix et de son intérét
majeur en terme d’utilité industrielle en chimie verte ou en bijouterie. En effet, son attractivité s’est retrouvée
décuplée depuis 4 ans, car il est utilisé en tant que composant d’alliage dans les alliages dentaires, les bijoux
d’or blanc, les bijoux de palladium, dans l‘industrie électronique et pour le revétement des catalyseurs des
automobiles. La production mondiale de palladium oscille actuellement autour de 225 tonnes par an. Les
producteurs sont essentiellement la Russie (49%) et I’Afrique du Sud (36%).

Données :

— Masse molaire du palladium : M (Pd) = 106,4 g.mof~!.

— Masse volumique du palladium : p(Pd) = 12,0 x 103 kg.m3.
— Numéro atomique du carbone : Z(C) = 6.

— Produit ionique de leau : K, = 10714

— Potentiels standard a 25°C' :

Couple Pdit [Pd(s) | COyg)/HCOOuq | Hyy/Ha) | Osg)/H20

Potentiel standard | £y =0,9V | E§=-0,20V | E{=0,00V | Ef=1,23V

— Constante d’AVOGADRO : Ny = 6,02 x 10% mol

— Constante des gaz parfaits : R = 8,314 J. K '.mol = (_;.
R RT

— Constante de NERNST a 25°C : - In(10) = 0,06 V.

— Les gaz seront considérés parfaits, la pression de référence est la pression standard P° = lbar et les
solutions aqueuses diluées.

Partie 4 :  Cristallographie

Le palladium (Pd) possédé une structure cristalline cubique a faces centrées (CFC). On note am le
paramétre de maille du palladium et on modélise le contact des atomes par des sphéres dures de rayon Rpy.
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1. Donner une représentation en perspective de la maille conventionnelle du palladium. Quel est le nombre
d’atomes de palladium en propre dans la maille dessinée ?

2. Quelle est la coordinence des atomes de palladium dans le métal ?

3. Exprimer la masse volumique p(Pd) du palladium en fonction de apy et des autres données. Calculer
la valeur numérique de apg.

4. Sachant que le contact des atomes se fait selon la diagonale d’une face du cube, quelle relation y a-t—il
entre apg et Rpg ? Evaluer Rpq.

Partie 5 :

1. Le palladium dans le tableau périodique
On trouve généralement le palladium au nombre d’oxydation +/1I avec une configuration électronique
particuliérement stable se terminant en 5s%4d'°.

1.1. Quelles sont les coordonnées, numéro de la ligne et numéro de la colonne, du palladium dans la
classification périodique des éléments chimiques 7 On explicitera la méthode utilisée.

1.2. Déterminer, en justifiant la réponse, le numéro atomique du palladium ainsi que sa configuration
électronique.

1.3. La configuration électronique du palladium est—elle compatible avec les régles de remplissage
électronique 7 Justifier la réponse. Indiquer d’oti provient la stabilité particuliére du palladium.

1.4. Les configurations électroniques des autres platinoides sont : [K7]5s'4d” (ruthénium), [Kr]5s'4d®
(rhodium), [Xe]65%4f145d% (osmium), [Xe]6s24f145d7 (iridium) et [Xe]6s'4f145d° (platine). Parmi ces élé-
ments platinoides, indiquer lequel posséde des propriétés chimiques similaires a celles du palladium. Justifier
la réponse.

1.5. Donner la structure électronique du carbone dans son état fondamental. En déduire quels sont les
degrés d’oxydation minimum et maximum du carbone.

2. Réduction de 'oxyde d’argent par le palladium
Dans cette partie, on s’intéresse a I’étude de la réduction de I'oxyde d’argent par le palladium. Pour cela,
on considére les deux réactions suivantes :

4Ag(s) + OQ(g) = 2AgQO(s) ; réaction (31)
2Pds) + Og¢g) = 2PdOy) ; réaction (32)
Dans le cadre de 'approximation ’ELLINGHAM, les enthalpies libres standard (en kJmof) des réactions

(31) et (32) sont respectivement A,G$(T") = —624-0, 13T et A, G$(T') = —225, 3840, 2017, ou la température
T est en K.

2.1. Ecrire 'équation bilan de la réaction (3) de réduction par le palladium d’une mole d’oxyde d’argent.
2.2. Exprimer I'enthalpie libre A,G4(T) de cette réaction en fonction de A,GS(T) et A,GS(T) puis en
fonction de la température. Calculer sa valeur numérique & la température 7" = 1000K. Calculer de méme

la constante d’équilibre de la réaction (3). Commenter.

2.3. Calculer enthalpie de la réaction (3). Cette réaction est—elle endothermique ou exothermique ?
En déduire I'influence d’une élévation de la température sur le rendement de cet équilibre.

2.4. Quelle est I'influence d’une élévation de température sur la Vitesse de cette réaction ? Commenter.
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2.5. Quel est leffet de la pression sur la réaction (3) ?

3. Extraction du palladium

Les sources naturelles de palladium sont souvent des roches dans lesquelles on le trouve associé au cuivre,
au nickel, au platine et & I'or. Aprés extraction du sol, le minerai subit plusieurs procédés physico-chimiques
de séparation (flottation, lixiviation,...). Aprés I’élimination des différents métaux, on purifie le palladium
en solution en le précipitant sous forme de Pd (N Hs)2CY¢ par ajout d’ammoniac. Le solide est isolé puis
redissous par de 'ammoniac en excés en solution aqueuse. Le palladium métallique est ensuite obtenu par
réduction grace a de I'acide méthanoique HCOOH ).

3.1. Quel est le nombre d’oxydation du palladium dans chacune des espéces Pd%;;z), Pdyy, Pd(OH )y
et PdOQ(S) ?

3.2. Ecrire les demi équations rédox des deux couples envisagés dans la réaction d’obtention du palladium
solide Pd (). En déduire I'équation bilan de cette réaction.

3.3. Etablir Pexpression du potentiel d’électrode de chacun de ces deux couples.

3.4. Calculer la constante d’équilibre K° de la réaction conduisant au palladium solide Pd g a 25°C.
Conclure.

La figure ci—apreés donne le diagramme potentiel—pH du palladium pour une concentration des espéces
en solution aqueuse Cy. = 1,0 x 107 mol.L~! et une pression partielle pour les espéces gazeuses P° = lbar

a 25°C. Les espéces du palladium considérées sont : Pd?c';), Pds), PA(OH )y et PdOy).
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+FE (en'V)

1,60+
Diagramme potentiel-pH du palladium a 25°C

1, 40-
1,34 \
1,204
Dy

1,004

0, 80

T

D3

0,60+
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O, 00 " " " " " " " " " " " " " " 3
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3.5. Indiquer en justifiant la réponse les domaines de prédominance et d’existence des espéces considérées.

3.6. Le pH de début de précipitation de Pd(OH )2(5) est pH = 0,99. Calculer le produit de solubilité
KS. de Pd(OH)Q(S)
Diagramme potentiel—pH du palladium a 25°C

3.7. L'oxyde de palladium PdO est la forme déshydratée de 'hydroxyde de palladium Pd(OH),. Ecrire
I’équation bilan de la réaction de dissolution de 'oxyde de palladium PdO dans l’eau. Calculer sa constante
d’équilibre K'°. Commenter.

3.8.  Discuter la stabilité du palladium Pd 4 dans l'eau pure. Justifier 'utilisation du palladium en
bijouterie.

3.9. Pourquoi le métal palladium se rencontre dans la nature a I'état de corps simple (on parle de métal
natif) ?
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Le palladium

Propulsé sur les sommets en toute discrétion

Partie 6 : Cristallographie

1. Une représentation en perspective de la maille conventionnelle du palladium

FIGURE 1: Maille conventionnelle de Palladium

= 4 atomes,/ maille

1 1
N == g X 8 + 5 X 6
~—— —
milieux des faces

sommets

Le nombre d’atomes par maille est :

La coordinence ou nombre de coordination d’un atome (ou ion ) est le nombre de plus proches voisins
équidistants que posséde cet atome (ou ion). La figure 2 montre que la coordinence des atomes de palladium

2.

dans le métal est 12.
Q

FIGURE 2: L’atome en gris est entouré de 12 atomes (en verts) a méme distance.

M(Pd)
NAa?}’,d

3. La masse volumique du palladium est donnée par
M(Pd)

Pd)=N =

p( ) NAVmaille



EPREUVE DE PHYSIQUE - Filiére PSI Concours national commun 2020

Le paramétre de la maille s’obtient, ainsi :

1
M(Pd) \3
— (N AN =389, 1
4pd ( NAXp(Pd)> apq = 389, 1 pm

4. La figure 3, illustre la tangence des atomes suivant la diagonale d'une face, la diagonale d d’une face
est donnée par :
d = apgV2 = 4Rpq

Il vient donc

2
de == {apd AN de == 137, 6 pm

apd apd
Rpg

FI1GURE 3: Tangence entre les atomes du Palladium.

Partie 7 :

1. Le Palladium dans le tableau périodique

1.1. Dans la classification périodique de MENDELEIEV, les éléments chimiques sont classés selon Z
croissant, chaque ligne est associée & un nombre quantique principal n. Les éléments d’'un méme groupe sont
classés selon n croissant, ils ont des propriétés chimiques voisines (méme structure électronique de valence).
La position dans le tableau périodique d’un élément chimique est déterminée en établissant la configuration
électronique de valence a I’état fondamental de celui-ci. Ainsi, pour le palladium, la configuration électronique
de valence se termine par 5s°4d'?, le numéro de la ligne et celui de la colonne s’obtient :

ligne=n=>5 et  colonne=0+410=10

1.2. La configuration électronique du palladium peut s’exprimer en fonction de celle du gaz noble qui le
préceéde. Le gaz noble considéré ici est le krypton Kr(Z = 36). En effet ;

Pd : [Kr]5s°4d*°

Le numéro atomique du palladium vaut :

\Zpd:36+10:46

1.3. En suivant les régles habituelles permettant d’établir la configuration électronique, on obtient pour
le palladium.

Pd : 15%2s?2p%3s23p©4s23d1V4pS5s24d°®

La configuration fournie n’est pas compatible avec les régles de remplissages. La stabilité du palladium
provient du fait la sous couche d est totalement remplie.

1.4. Dans une colonne dans la classification périodique, les éléments sont classés selon n croissant, et ils
ont des propriétés chimiques voisines. L’élément possédant des propriétés similaires a celles du palladium
est le platine Pt.
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1.5. La configuration électronique du carbone dans son état fondamental est :

C(Z = 6) : 1s%2s%2p?

le nombre d’électrons de valence du carbone est 4. Le carbone peut, soit accepter au maximum 4 électrons
dans sa couche externe pour la sature et avoir la configuration électronique du gaz noble qui le suivre (le
néon Ne), soit il peut perdre au maximum 4 électrons pour avoir la configuration électronique du gaz noble
qui le préceéde (I’hélium He). Le nombre d’oxydation maximum est +IV et le nombre d’oxydation minimum
est —IV.

2. Réduction de 'oxyde d’argent par le palladium

1
2.1. En se rapportant a4 une mole d’oxyde d’argent, la réaction (3) est donnée par: (3) = B [(2) = (1)].
Soit :

AgQO(S) + Pd(s) = 2 Ag(s) + PdO(S) (3)

2.2. On a selon la loi d’Hess
(o] 1 ] o]
ArGs(T) = 5 [AG3(T) = ArGY(T)]

il vient

|A.G5(T) = —81,69+0,035T |

pour 7' = 1000 K, on aura

A,G5(1000 K) = —46, 69 kJ.mol ™!

La constante d’équilibre K3(T)3 est relice a A,G3 par

AGS

Sr3) AN KS(1000 K) = 274
RT) 2(1000 K) = 274, 7

K3(T) = exp (—

A cette température, ’évolution spontanée a lieu dans le sens direct de la réaction.

dA,G° . .
2.3. Nous avons : A,S° = — et ALH® = AG° +TA,.S°. En utilisant ces deux relations, on

. dT
obtient

A HS = —81,69 kJ.mol~*

La réaction est exothermique.

Selon la loi de modération de VAN'T HOFF qui postule que Toute augmentation de température, a
pression constante, entraine une évolution du systéme dans le sens endothermique et qui se traduit

formellement par :
A H°

RT?

d 2

Si on augmente T, dI' > 0 = dIln K° < 0, K°, diminue, le systéme évoluera dans le sens inverse, le
rendement diminuera.

2.4. Une élévation de la température, augmente la vitesse de la réaction, mais diminue le rendement
thermodynamique, il faut donc choisir une température optimale.

2.5. Les constituants physicochimiques intervenant dans I’équilibre (3) sont tous solides Z v; =0
i,gaz
La pression n’est pas un facteur d’équilibre, elle n’a pas d’influence sur I’état d’équilibre.
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3. Extraction du palladium

3.1.
Espéces Pd?;; , | Pdgg) | PA(OH)y) | PdOy
n.o 11 0 11 +IV

3.2. Les deux couples envisagés sont :

Pd?*/ Pd), la demi-équation associée est :

Pd%t
(aq

) + 2e¢7 = Pd(s)

COy(y)/HCOOH ), la demi-équation associée est :

COQ(g) + 2H+—|—2€_ = HCOOH(aq)

e [’équation bilan de la réaction est :

Pd®* 4+ HCOOH(,q) = COyq + 2H" + Pd

Pour Pd2+/Pd(S), le potentiel d’électrode est :

E; = EJ + 0,03 log[Pd*"]

Pour COy5)/HCOOH,), le potentiel d’électrode est :

[H*]?Pco,

E2 :Eg_f’0,0SlOgW

L’équation bilan de la réaction est :

Pd®t 4+ HCOOH(,q) = COyy + 2H" + Pd

3.4. La constante d’équilibre peut étre évaluée en exploitant 1’égalité des potentiels a I’équilibre. En effet

E: = E,
H*]*Pco
ES log[Pd*t] = E3 log I 'Pco;
? 40,03 log[ ] 5+0,031og HCOOH]coP?
il vient : +]2
H™|“Pco
ES — ES = 0,031 2 =0,03log K°
LT 52 = DO HCO0H][Pd2 P P
Soit
Ei —E3
K°=10 0,03 AN  K°=4,64 x 10%

La réaction est quantitative.
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3.5. Le diagramme de situation est :

n.o ou E
PdOy)
) |
+
Pdzt, i Pd(OH) ()
Pd(s)
pH
Especes | PA(Y, | Pd() | PA(OH)y() | PdOy)
Domaines Do Dy Ds Dy
3.6. La réaction de dissolution de PA(OH)y() est :
_ pg2+ -
Pd(OH)y,) = PdZ + 20H,,
Le produit de solubilité est donné par :
K. = [Pd2*]eg [OH 2,
2 PR . . 2+ _ Ke H .
Au début de précipitation : [Pb**]¢q = Cyr et [OH™] = 07 = K x 10P*. 11 vient donc
3

K, =19,55 x 10732

3.7. La réaction de dissolution de PdO dans I'eau est :

PdO() + HyO(y = Pd** + 2HO™

de constante d’équilibre :

K°=K,=09,55x102 <« 1

L’oxyde de palladium est trés peu soluble dans I’eau.

3.8.
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1.8

1.6

-0.2

—0.4

—0.6

FIGURE 4: Diagramme E-pH du palladium superposé avec celui de 1’eau.

La superposition du diagramme E-pH du palladium (Fig.4) avec celui de 1’eau, montre bien que Pd) et
H50O occupent un domaine commun. Le palladium est donc stable dans ’eau, d’oul son utilisation dans la

bijouterie.

3.9. Le palladium est stable a I’air, il ne réagit pas avec I'oxygéne & température ambiante et il n’est
attaqué pas par l’eau, d’oll on le rencontre le plus souvent & 1’état natif.
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Le baryum

Le baryum (du grec barys, lourd), de symbole 37 Ba , est un métal doux blanc argenté. On le trouve dans
la nature sous la forme de barytine, sulfate de baryum (BaSO,). La barytine, isolée et étudiée par le suédois
SCHEELE en 1779, est largement utilisée dans différents secteurs industriels pour ses propriétés particuliéres :
densité élevée, grande stabilité chimique, blancheur et faible abrasivité. Son usage principal est comme additif
de forte densité pour les boues de forage dans l'industrie pétroliere (85 % de la consommation mondiale),
mais on l’emploie aussi dans I'industrie chimique pour la production de dérivés du baryum (carbonate de
baryum, chlorure, oxyde) et comme charge minérale (papier, peintures, plastiques, ...).

La production mondiale est largement dominée par la Chine, I'Inde, les USA et le Maroc.

Données :

e Masse molaire M, en g.mol~ "' :

Espéce | MgC¥ls | CaCly | SrCly | BaCly | Oxygéne | Soufre | Baryum | Titane
M, 95,3 1111 158,6 | 208,3 16,00 32,07 137,34 479
e Données thermodynamiques a T, = 25°C sous P° =1 bar :
B(ICO:),(S) BaO(S) 002(9)
Enthalpie standard de formation

A¢H? en kJ.mol™! -1216,7 -553,7 | -393,5

Entropie standard

So en J K 1.mof™! 112,2 70,4 213,7

e Constante d’AVOGADRO N4 = 6,02 x 10?3 mo/~!.

e Constante des gaz parfaits :

e Pression de référence : P° = 1 bar = 10° Pa.

e Concentration de référence : C° = 1 mo¢— .1~

e Les gaz seront considérés parfaits et les solutions aqueuses diluées.

R =28,314 JK '.mo¢™ !,

e [’acide sulfurique se comporte en phase aqueuse comme un diacide. Sa premiére acidité est forte. Sa
seconde acidité a pour constante d’équilibre K, = 1072
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Partie 1 : Structure de type pérovskite

Le titanate de baryum, de formule Ba,T%,0., posséde une polarisation permanente en l’absence de
tout champ électrique appliqué. C’est le phénoméne de la ferroélectricité découvert par SEIGNETTE en
1672. Ce corps permet de fabriquer des électrets qui sont I’analogue électrique des aimants. L’effet est
utilisé dans certains microphones qui délivrent un signal sans nécessiter une alimentation électrique. Pour
des températures supérieures a 120°C), le titanate de baryum est un solide ionique qui cristallise dans une
structure de type pérovskite (du nom du minéralogiste russe L.A. PEROWSKI (1792-1856)). Dans une
maille cubique élémentaire de cette structure, les ions baryum Ba2+ occupent les sommets du cube, les ions
oxydes 02~ occupent les centres des faces du cube et un ion titane 73"+ occupe le centre du cube (n est un
entier).

1. Représenter la maille cubique élémentaire du titanate de baryum.
2. Combien d’ions de chaque type y a-t-il par maille ? En déduire la formule brute du titanate de baryum.
3. Vérifier I'électroneutralité électrique de la maille cubique décrite. En déduire la valeur de n.

4. Quel est le polyédre de coordination formé par les ions 02~ autour de Iion titane ? En déduire la
coordinence du titane par rapport a ’oxygéne.

5. La masse volumique du titanate de baryum est p = 6,02 g.cm™3. Calculer le paramétre de maille a
du solide.

Partie 2 :

1. L’atome de baryum
Le baryum est situé dans la sixiéme ligne du tableau périodique, en deuxiéme colonne.

1.1. Pourquoi ne trouve-t-on pas le baryum dans la nature sous la forme d’élément natif ?

1.2. A partir des coordonnées du baryum dans le tableau périodique, déterminer, en justifiant clairement
la démarche, la configuration électronique de cet atome dans son état fondamental. En déduire son numéro
atomique.

1.3. Expliquer la formation de 'ion monoatomique Ba?T.

1.4. On connait actuellement six éléments appartenant a la famille du baryum qui sont (classés par ordre
croissant de leur numéro atomique) : béryllium, magnésium, calcium, strontium, baryum et radium.

1.4.1. Comment appelle-t-on les éléments de cette famille ? Justifier cette appellation.

1.4.2. Comment varient le rayon métallique, le rayon ionique des cations M?2*, le potentiel standard du
couple rédox M2+ /M et I'énergie de premiére ionisation des éléments de cette famille en fonction du numéro
atomique. Justifier la réponse.

2. Solubilité de la barytine

Le sulfate de baryum est un sel peu soluble dans I’eau. Dans 1L d’eau pure, a la température 25°C', on
introduit 7,624 g de chlorure de magnésium, 6,666g de chlorure de calcium, 6, 344 g de chlorure de strontium
et 4,166 g de chlorure de baryum BaC1/¢;. La solution n’est pas saturée. On y ajoute alors progressivement
une solution d’acide sulfurique & 1 mof/L~'. On donne pSO; = —Log[SO3™] au début d’apparition de
chaque précipité :

Précipité | MgSO4 | CaSOy4 | STSO4 | BaSOy
SOy 1,2 3,4 5,3 8,27
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2.1. Donner I’équation bilan de la réaction associée a la constante de solubilité K, de M’SO, dans I'eau
pure (M’ = Ba; Sr; Ca; Mg). Exprimer pKs = —fogK s en fonction de pSOy et de la concentration [M'?.
Calculer les produits de solubilité de ces précipités. Dans quel ordre apparaissent-ils 7

2.2. Calculer la solubilité massique en g.L ™! du sulfate de baryum dans I’eau pure.

2.3. Calculer le volume v; d’acide sulfurique faisant apparaitre le précipité BaSO4. On montre que les
volumes d’acide sulfurique faisant apparaitre les précipités SrSQ4 ; CaSO4 ; MgSO4 sont respectivement
vy =20 mL , v3 = 59,5 mL et vg = 119,1 mL. Quelle(s) conclusion(s) peut-on faire ?

2.4. Calculer la concentration des ions baryum lorsque le sulfate de strontium commence & précipiter.
Commenter.

2.5. Quelle est Papplication pratique de ces précipitions successives ?

3. Décomposition du carbonate de baryum

Le baryum est également présent, mais en moindre quantité, sous forme de withérite, qui est un carbonate
de baryum, BaCOs. 1l est utilisé comme rodenticide ainsi que dans la préparation des briques, de la glagure
et du ciment. On étudie dans cette partie la décomposition du carbonate de baryum modélisée par la réaction
d’équation-bilan :

BaCO:),(S) = BaO(s) + COQ(g)

3.1. Combien de paramétres intensifs est-il nécessaire de fixer pour atteindre et décrire un état d’équilibre
chimique du systéme 7 Justifier la réponse.

3.2. Comment évolue cet équilibre lors d’une diminution de la pression du systéme & température et
composition constantes ?

3.3. Calculer enthalpie standard A, H® et 'entropie standard A,.S° de cet équilibre a 25°C. Commenter
le signe de A,.S°.

3.4. Quelle est I'influence d’une augmentation de la température sur I'équilibre précédent ? La décom-
position du carbonate de baryum est réalisée a 900K, dans un four chauffé au gaz naturel. Justifier le choix
de cette température.

3.5. Comment se comporte 1’équilibre si on élimine COy au fur et a4 mesure de sa formation ?

3.6. Calculer I'enthalpie libre standard A,G° de la réaction de décomposition du carbonate de baryum
& 25°C. En déduire la valeur de la constante d’équilibre K° & cette température.

3.7. Donner 'expression littérale de la constante thermodynamique K°(T') associée a cet équilibre
chimique. En déduire la valeur de la pression P(COz2) du dioxyde de carbone a I’équilibre & 25°C.

3.8. La proportion du dioxyde de carbone dans Dair est en moyenne de 3,3 x 1072 % en quantité de
matiére.

3.8.1. Calculer la pression partielle en dioxyde de carbone dans l'air & 25°C' et sous 1 1bar

3.8.2. Calculer dans ces conditions I’enthalpie libre A, G° de la réaction. Conclure sur la stabilité du
carbonate de baryum.
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Le baryum

Partie 1 : Structure de type pérovskite

1. La maille cubique élémentaire du titanate de baryum :

2. Le nombre de motif par maille : ¢’est le nombre de motif qui appartient en propre & la maille.

1
n(Ba®T) = 8 x (8> = 1 Ba®" par maille
2— 1 2— :
n(O7) =6 x <2> = 3 O°" par maille
n(Ti"") =8 x (1) = 1Ti"" par maille
D’ou la formule du titanate de baryum :
BaTi03
3. L’électroneutralité électrique :
(+2) +3 x (=2) + (+n) = = n=4
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4.

e Les ions O?~ forment un octaédre autour de lion titane Ti*t.

e La coordinence d’une entité ionique est le nombre d’entités ioniques de signes opposées les plus proches
voisins.
coord(Ti*™) =6

5. Le paramétre a de la maille :
(0 )Mo +n(Ba*T)Mpe + n(Ti* )Mz Mpario,
p= NaVinaille ~ Nad?

MBaTios > 1/3 e
= a = _— — 4, 0 A
< Nap

Partie 2 :

1. L’atome de baryum
1.1. Le baryum ne se trouve pas sous forme d’élément natif car il réagit vivement avec I'oxygéne.

1.2. L’état quantique d’'un atome est décrit par une fonction d’onde qui dépend des nombres quantiques
n, £, m, ms. n désigne le nombre quantique principal ; il caractérise la couche et donne I’extension des orbitales
atomiques. La valeur de n correspond au numéro de la ligne du tableau périodique.

Le nombre N, d’électrons de valence est le nombre d’électrons qui occupent la couche externe. La valeur
de N, correspond au numéro de la colonne du tableau périodique.

e Ba appartient & la sixiéme ligne du tableau périodique : n = 6,

e Ba appartient & la deuxiéme colonne : N, = 2

La configuration électronique d’un élément est la répartition des électrons dans les orbitales atomiques a
I’état fondamental. L’ordre de remplissage suit la régle de KLICHKOVSKIselon la représentation ci aprés :
Régle de Klechkowsky
Le remplissage des orbitales atomiques se fait dans 'ordre des (n + £) croissants. Pour les mémes valeurs
(n + ¢), le remplissage se faire selon n croissant...le remplissage des orbitales atomiques se fait dans le sens
des énergies croissantes...

0 1 2 3 4 i
>
1 ¥S
2
5 s
. ol af
5 %/"/’K//, T ¢ e 5 5g
6 < "~ e 6f 6g
7 T ///‘ZP
Y

Soit, pour le baryum :
1522522p°3523p°®4523d104p85524d105p° 652

Le numéro atomique ou le nombre de charge, est le nombre d’électrons de ’atome Ba. Soit : Zp, = 56.
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1.3. La structure électronique externe de I'atome du baryum est 6s2. Par perte des deux électrons, il se
forme Iion Ba?t dont la couche externe devient, alors, saturée a 8 électrons : c’est la configuration la plus

stable.

1.4.

1.4.1. On appelle les éléments de cette famille des alcalino-terreur. L’appellation est due au fait que les
oxydes de ces métaux sont intermédiaires entre ceux des métaux alcalins et ceux des terres rares.

1.4.2. Quant le numéro atomique Z augmente le long de la famille des alcalino-terreux :

e Le rayon métallique des éléments M et le rayon ionique des cations M?t correspondants augmentent.
En effet, n croit et le nombre d’électrons croit : la couche de valence s’éloigne de plus en plus du noyau.

e Le potentiel E° standard du couple (M2+/M) décroit car I'électronégativité décroit.

2. Solubilité de la barytine

2.1.
B L[’équation bilan de la réaction :
M'sOy = M?** + SO ; K,
B oK, =—VlogKs; :
K,=[M""]x[SO0{7] = pK,=pSO4—Log[M"™"]
Précipité MgSOy CaSOy SrSO4 BaS0O,
pSO,4 1,2 3,4 5,3 8,2
[M"?*] (mol.L71) 0,08 0,06 0,04 0,02
pK, 2,30 4,62 6,70 9,90
K, 5,01 x 1073 | 2,40 x 107° | 2,00 x 1077 | 1,26 x 10719
L’ordre d’apparition
des précipités 4 3 2 1

B Les précipités apparaissent dans I’ordre croissant des produits de solubilité K.

2.2. Solubilité du sulfate de baryum dans eau pure s = [Ba?*] = [SO37] :
BaSOy =  Ba®* + SO ; K,=1,26x10""

K, = [Ba*T] x [SO37] = s=vK,=1,12x107° mol.L™*

2.3. Précipitation du sulfate de baryum :

(

C,=1mol.L~!
_ Ngo2- (O, x 1y

SO =24 = _

5011 Viot v1 + Vo avee Vo=11
[SO?7] =10782 = 6,31 x 107°

S0?~
v = 0[%4]2_ =6,31 x 1079 mL
Co — [SOT]
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Précipité MgSOy CaS0, S1TSOy4 BaS0Oy4
Volume (mL) | vy =119,1 | v3 =159,5 | v =20 | v; = 6,31 x 107°

Conclusions :
e v; K ;=234 : la précipitation du sulfate de baryum BaSO, est instantanée.
e Uy < w3 < wy: Aprés BaSOy, le sulfate de strontium se précipite le premier, suivi du sulfate de calcium

puis du sulfate de magnésium. Il s’agit d’une précipitation successive.
2.4. Lorsque le sulfate de strontium commence & précipiter :
[SO37] =10723 =5,01 x 107% mot.L ™!
Pour le sulfate de baryum :
K

[SOF7]

4

La valeur de [Ba?*] est trés faible (négligeable), ce qui est prévisible d’aprés la question précédente 2.3.

K, = [SO¥7] x [Ba*"] = [Ba®T] = = 2,51 x 107° mol.L™*

2.5.  Les volumes v; d’acide sulfurique faisant apparaitre les précipités suivent le méme ordre que les
produits de solubilité K;. Lorsque un précipité apparait, I’ion en solution correspondant devient négligeable.
On pourra, alors, penser & une séparation par précipitation successive des ions Ba?t, Sr?T, Ca?t et Mg*t.

3. Décomposition du carbonate de baryum
BaC03(S) = BaO(s) + COQ(g)

3.1. Les paramétres intensifs du systéme :

T, P, pcoy, Ou Zco,,

Le nombre total de paramétres intensifs est, alors, égal & 3.
Les relations indépendantes entre paramétres intensifs sont :

. pCOQ(g)
= 5o
Le nombre de relations entre parameétres intensifs est, alors, égal a 2.

Il est, alors, nécessaire de fixer (3 —2 = 1) un seul paramétre intensif pour atteindre et décrire un état
d’équilibre.

K(T) et pco,,, =P

Méthode.2 : variance v selon GIBBS.

N = 3 (le nombe de constituants)

R =1 (le nombe de réactions chimiques indépendantes)
v=N—-R—r+2—¢p =1, avec

r = 0 (le nombe de relations supplémentaies entre paramétres intensifs)

¢ = 3 (le nombe de phases)

Le systéme est monovariant, il faut fixer un seul paramétre intensif pour atteindre et décrire un état
d’équilibre.

3.2. Loi de LECHATELIER :

Tout augmentation de la pression, & température constante, entraine le déplacement de 1'équilibre
dans le sens d’une diminution du nombre de mole gazeux de la réaction.

A température et composition constantes, lors d’'une diminution de la pression le systéme évolue dans le
sens direct : sens de dissociation du carbonate de baryum (Av, = 1).
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3.3. L’enthalpie standard et I'entropie standard de 1'équilibre a 25°C' :

AHO = ApH (COqy) + ApH? (BaO(y)) — ApH® (BaCOjys))
= —393,5—553,7+1216,7 = 269,5 kJ.mol ™"

AS° = 59, (COq)) + S (BaO(s)) — S5, (BaCOss))
= 213,74+ 70,4—112,2=171,9 J K '.mot~!

A,S5° > 0 : le désordre augmente. Résultat prévisible cas le nombre de mole gazeux de la réaction a
augmenté.

3.4. Loi de VAN'T HOFF

Tout augmentation de la température, & pression constante, entraine le déplacement de l’équilibre
dans le sens ou la réaction est endothermique.

A, H? > 0 : la réaction est endothermique. un augmentation de la température entraine le déplacement
de I’équilibre dans le sens direct.

3.5. L’influence de COy(y). Laffinité chimique de la réaction est :

pCOQ(g)

A=A, — RTIn Po
Si on élimine C'O9 au fur et & mesure de sa formation, sa pression partielle diminue : PCOy,, < 0.

d RT
A = _ <0 = dA>0
dpcoy,,, PCOy,

L’équilibre évolue dans le sens direct : sens de décomposition du carbonate de baryum.

3.6. L’enthalpie libre standard :
A,GO(298K) = A H° — 298 x 1073A,.8° = 212,31 kJ.mol™?
La constante d’équilibre K° a T, = 298 K :

A,G°(298K)

A,G°(298K) = —RT,InK° = K°=exp (— e

) =6,08 x 1078

3.7. L’expression littérale de K°(T) :

. pCOQ(g)

Ko(T,) = =2

= Pooy,, = P’K°(T,) = 6,08 x 107* Pa

3.8.

3.8.1. La pression partielle en dioxyde de carbone dans ’air :

PCOy,, = (%) x P° =33 Pa

3.8.2.

PCOyy) | _ 3
20 ) 8,63 % 10

A,G°(298K) = —RT,In < -
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