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Si vous avez des remarques, n’hésitez pas & nous contacter.

A propos des araignées

I.— Des araignées volantes

[J 1 — On assimile une araignée & une grosse goutte d’eau de diamétre d :

4 d\>
mg = gﬂ-pe 5

Le diametre d est entre 2 mm et 7 mm, soit une estimation de masse m, entre 4 mg et 1,7 g.

[J 2 — Le champ F, crée a l'intérieure du condensateur plan (atmospheére terrestre) :
€ . .
{ ﬁo:_? er=—E, e,
Tonosphére +0, ;
7 = 0, =¢c0F, = ——x1077x120 ~ 1077 C.m?
o 367
Terre —O0p =0 = o~-10"2 C.m2

e Modéle : Vinodsle = Fozo = 7,2 x 10 V ;
e Mesure : Viesure = 3,6 x 10° V.

Vinode
o —modle 90 : le modéle est insatisfaisant.
Vmesure
[J 3 — On a 2n fils, soit 2n charges allant de 1 & 2n. Le potentiel V crée sur une charge par les
2n — 1 autres charges (considérons A; la charge cible) :
2n—1 q
V= Vi Vit=——"7—
; ul avee wl 471'60141‘141

o D’aprés la FIGURE 2 du texte, on constate que le plan (II) (représenté par sa trace) est un

plan de symétrie :
n 2n
> V= ) Va
i=2 i=n+2
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o Le potentiel V s’écrit :

q q

V=V 2 Vii=V, —_— V =
n+1, 1+ ZZ; i1 n+l, 1+ Z 47T€0A Al avee n+l,l = 47T80An+1A1 87T60L sin o

Ap Ay = 24,1 = 20A; sin (%) — 2L sinasin (%)

= A;A; =2Lsinasin ((Z_l)ﬂ)
2n

Az Ay = 2A3J = 20A; sin n = 2Lsinasin 2
2n 2n

Soit :
q q . 2
V p—
8meo L sin o * 8meo L sin o Z . ((z - 1)77)
i=2 sin | ——
2n
q n 9 n—1
= —1 |1 1 D (k=i—1
8me, L sin + Z N ACERYs 87750L sin « + Z (k=i l)
=2 sin k=1 sin
2n 2n
G(n)
q
—— G : = 8.
pre, L sin a (n) 5 p
Energie d’interaction &,y :
2n
1 1 ng?
Eimt = = V==2n¢V =nqgV = —————
mt =9 ;q’ g SV =AY = g Tsina

Equilibre du systéme :

dé;
< mt) =0 = COS (teqg = 0 = Qeqg = /2.
da /..

A Téquilibre, les fils (modélisés) sont dans un méme plan et leurs extrémités qui portent chacune
une charge ¢ décrivent un cercle de centre S.
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] 4 — D’apres le texte, toutes les énergie potentielles éventuelles autre que &,y sont négligeables.
Le systéme est, alors, conservatif et son énergie totale i est conservée :
d@@tot 1 nq2

—0 Srot = e + Emt = 5 2nm0” + ————
T avec ot ct Gint 9 nmu” -+ 8me, L sin o

L
G(n) et v:§d

L’équation différentielle qui régit le mouvement du précédente éventail s’écrit, alors :

nmL? nqg? cos a 2cosa
q— —4 G(n)=0 ou mL?%i— a

G(n) =0.
4 8me, L sin® o (n)

Ame, L sin® o

COS (X 2 COS Qleq — (O — Qteg) SIN ey = — (O — Cteq)
A voisinage de la position d’équilibre oy = 5

sin @ o sin g + (00 — Qeq) COS teq = 1.
On pose § = a — aeq, 'équation s’écrit :

¢°G(n)

B . o
4mL37r509(t) =0 ou O(t)+wb(t)=0

o(t) +
) )y . . . . . 2T
C’est 'équation qui régit un mouvement oscillatoire (de a autour de cpq) de période T' = — =
w

4dnl [me,Lm s
— ° . La position d’équilibre aeq = 5 est , alors, une position d’équilibre stable.

¢ V G(n)
[J 5 — L’énergie électrostatique &y du systéme en présence d’un champ extérieur Eo :
on — dV,
Eelec = é?nt,Eo:0+£;nt,Eo¢0 = an-{—Z q;Vo avec ﬁo = _gradv = - dzoé\z = _Eo/éz (EO > 0)
=1
e
o Vo(2) = Eoz + Vo(S) = E,Lcosa + V,(S)
PVo(2) ng*G(n)

= Eec = + 2nqE,L cos a + V,(S)

8me, L sin v

TlCondition d’équilibre :

(gelec> -0 - qG(n) COS Qleqy

do 8me, L sin® Qleg

+2E,Lsinaeg =0

0800 T

q

= qG(n) cos aeg = —16me,L2E, sin® Qg

La charge électrique ¢ (n = 3) :

Vo(S) =Ct
167e, L2 E, sin® req 124/3.120.1079.1/8 g
G(3) sin aegq 38v/3/2
Le sens de variation de ceq(n,q, L, E,) :
3
9., . 3 sin® « qG(n)
qG(n) cos aeg = —16me, L°E,sin® ey = o5 a:: - _ T6re°E.
e a4 croit avec ¢ et G(n),
® 4 décroit quand L croit ou quand E, croit,
[J 6 — La force résultante qui s’exerce sur les fils qui maintiennent Iaraignée est (en négligeant
le poids de ces quelques dizaines de fils):
?ar = Ffils/Eo + ?ar = 2”@1@0 + m97

action de la pesanteur
force électrique due au champ Eo P

cpgeafek@gmail. com 3/ 11 tighiouartaicha0@gmail.com



Concours Commun Mines-Ponts PHYSIQUE2-MP2022

La norme de la force d’origine électrique (qui s’exercent sur les fils) : Fyiys/p, = 2n|q|E,. La force
d’origine électrostatique permettrait a 'araignée de décoller est telle que Fyys g, > mgg. Soient :

e Sion prend my =4 mg =4 x 107°% kg
333
n|qlE, > mgg = n>> -5 & 165.

e Sionprend my =1,7g=1,7x 1073 kg ; c’est déja trop pour la petite masse, il en sera autant
pour les grandes masses (dans l’échelle des araignées). Chose qui "n’appuie pas" 1'adoption
facile du modéle.

] 7 — Le champs ﬁ(M ) crée en M, exprimé par ces composantes (E,, Fg, E,) dans la base
cylindrique (e, €, €), s’écrit :

EM) = E(M)e, + Eg(M)ey + E.(M)e,

ov
Br="%
— ov_. 10V_ 0V 10V
— —gradV(T,G) = —Eer — ;%69 —%gez = E@ — —;%
ov
U7 0z =0

Théoréme de GAUss : Considérons une surface fermée (X) délimitant un élément de volume dr
centré autour de M ; le flux §®y de E(M ) a travers (X) est égale & la charge 6Q;,¢ dans dr divisée

par £,. Dans notre situation 6Q;,; = 0, d’ott : 0Py, = mt_ ),
€o

r+dr

e [’élément de volume en coordonnées cylindrique dr = rdrdfdz.

0@, = E.(r + dr,0)(r + dr)dfdz — E,(r,0)rd0dz = 18(;Er)d7_
r T

" . "

0Py, = 00, + 0Py = flux radial". o
0Py = Ey(r,0 + db)drdz — Ey(r,0)rdrdz = ;THGdT
"Hux orthoradial".

Soit : - ; ; N N

10(rE,)  10E, 1 .
S 1 C fLafovy, 1ov]
- o Ta(’]dT [rav“(rar)ﬂZae?}dT ’
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e D’ou I’équation différentielle vérifiée par V(r,6) :

13( oV (r, 9)> 19V(r6) _ (1)

ror \' or r2 002
e On cherche la solution de la forme : V(r,0) = f(r) x g(0) ;

10 T@V(T,G) 99 Tdf(?“) ot i82V(r,9) B i@
r Or or ror dr r2 962 r2962

Les équations vérifient par f(r) et g(f) sont telles que :

g 0 daf (r) f 0% rd daf (r) 1d%g 9 .
ror <7" dr 2 002 =0 = ?% T ar = _EW = K* avec K constante réelle.

c’est le cas physiquement
acceptable.

En effet, Les variables angulaire et radiales sont indépendantes, si une fonction de 6 est égale
a une fonction de 7, cette fonction est nécessairement constante. On pose K2 (K réelle) cette
constante qui correspond a la présente situation étudiée).

e Forme de la solution :

V(r,0) =V +> ayr sin(wn0) (2)

n=1

10 aV(T, 9) N > 2 wn—2 . 1 82V(T’, 9) _ - 2 wn—2 .:
~ar <r o ) = Zanwnr sin(w,f0) et 2 —ZanwnT sin(wn )

n=1 n=1

La fonction potentielle de I’équation (2) est bien une solution de ’équation différentielle (1).

e Conditions aux limites :

sin(wpp) =0

=
I
<

=

o0
Wn o nm
Q" sin(w
+Z n ("@) Wp® =NT  Oou Wy = —

V(T7 O) = V(Ta 90) =V, ;

<
Il
<

o
n=1

[]8 — Pourn=1:

_ - 9
V(r,0) =V 4 a;r® sin(wi0) = V + a;r™? sin <W>
P

(Er _ VT g1 gy (T
67“ ) ©
E M :—alA flaiv/\ 1av Ta i B 7T9
()= =5 % =29 = (B == G = =Tl cos (so)
E.=0
ﬁ(M) = /e [sin (TFH> € + cos <7T'9> 59}
¥ %) ©

E(M) peut devenir trés important si M — O a condition que 7/ < 1 ou ¢ > .

MW Mouvements latéraux de faibles amplitudes. Autrement, la solution va étre soit nulle (pas de mouvement) soit
divergente (mouvement révolutif).
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II.— Propriétés mécaniques des fils d’araignée

(]9 — Loi de HOOK :
[F]  M.L.T?

[E] = 5, 2= M.L72T72=[P] ; (homogéne & une pression.)
1 F ES, ES, .
if ~ES, = F= Ef 00 = kél avec k= €f (constante de raideur.)
[J10 —
z
A ly)2 i ly)2 —— Par symétrie de la figure, on peut écrire

?dH =F

- e Pl =
T\e P, ’ Fa ¢ 7 avec F:k(f—%>=k<\/h2+€§—£°>

h 0 2 2
J L’équilibre de la masse m se traduit par :
%
clm mg+ Fg+ Fg=0

Par projection de cette équation vectorielle suivant (C'z), on a :

£2 go h 60/2
= = 2420 %) = _
mg = 2F cos 0 = 2k (\/ h? + 1 5 > 7 2kh | 1 2

24 to
h* + 1
. h
La masse m est suffisamment faible : h < £,/2. On pose € = m <1;
1 5 4h3k ES,
mg = 2kh <1 - m) ~ 2hke* /2 = mg~ z avec k= 02
02 1 2\
[1 11 — D’aprés la question 0 10 —, h% = % In(h) = gln(m) + In (ig) :
équation d’une droite de pente 1/3 dans le plan (In(h),In(m)).
_ , 0,7—(-0,3) ) . )
e La pente de la droite donné par la figure 4 ~ —3-0 1/3 ; la loi obtenue a la question

[J 10 —est, donc, compatible avec ’expérience.

e La constante k est déterminée a partir de ’abscisse a 'origine :

1n<94k<;) - 0,3 = 1n<94]§>:_o,9 = %20,4 = k=~56x102N.m'.

e Module d’YouNG E :

_BS, ke,
)2 25,
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012 —

@)

Relation fondamentale de la dynamique appliquée & m d’accélération q

Fg+?d:m7 = 2kAle,=mae, = ZkAfzma:m%. (3)

d
Multiplions, par v = d—a;, les deux termes de légalité de 1’équation (3) :

do md oy 14 ap —apy/ 2
mdtxv—QkAﬁxv = 3 (V) =k— (A) = v=Al — (4)

o

L’allongement maximum Af,,,, du fil : & partie des équations (3) et (4) ;

2k v2 .
2kA£ma:t = MOmaz €t Umaz = Agmaa: E = AEmaw = .

Omazx

o La raideur k& : )
ma ma

2k = maEr = k= %

Aoz 202

o La puissance maximale Py,qz :

La puissance mécanique : Py, = Pg+Py = 2kAlxv = Pz = 2kAnaaVmaz = MAmazVmas

e}

La masse M, ,ysce de muscle nécessaire pour réaliser le processus de capture est telle que :

MamazVUmax

Pmax = musclep = Mmuscle = )

~ 50 mg.

Conclusion : M, scle €St égale a peu prés 7 fois la masse m de ce type d’araignée. Elle est,
donc, impossible de réaliser ce processus sans aide extérieure.

[J 13 — Larelation fondamentale de la dynamique appliquée & SPIDERMAN d’accélération a spm.
par rapport & 'immeuble en face :

myg + T = mﬁspm avec T la tension du fil (5)

Fy= —k(lo+ Al—£,) &y et Fg=—k(—ly— AL+ L)
?d = +kAl ¢, ; force exercée par la partie droite,

?g = +kA/l e, ; force exercée par la partie gauche,
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Considérons la base polaire (€, €p) ; 'expression de l'accélération 7Spm . d spm =1 (—92@ + 9@9)

e projection de la relation vectorielle (5) suivant €,

—T + mgcosf = —ml6? (6)
0 Yy
e projection de la relation vectorielle (5) suivant ey l7
—mgsin0 = m (7) 9 ¢
e L’équation (7) permet d’écrire (avec les condi- &0
tions initiales) : o T C
oA
. - A 2
—glsing = 0 = 0% = 79(3080. my
La relation (6) devient :
T(0) =3mgcosf = Thnee = 3mg.
[J 14 — On considére N ressorts identiques, de longueurs a vide £, et de constantes de raideur
k, disposés en paralléle :
Systéme a N ressorts Systéme équivalent
c 1
* geq (k7€0) (k7£0) (]{7760) (k,ﬁo) Keq (keqveo)

7 7 T Ty T,

T = —k(leg — C,)e Ty = —keq(leg — Lo)es

o L’équilibre du systéme & N ressorts :
al —
Z?Z +m7 =0 = Nk(leg—4L,) =mg
1
o L’équilibre du systéme équivalent :

?eq + m? — 6> = ]{:eq(feq — EO) =mg = keq = Nk

o Prenons une déformation (relative) limite a 1% :

4
<> =10"2 avec Nk&l = mg = Nimite = 102@
¢ limite tk
ES, Ema? 5 Mg 103 x 75 3
k= = = Nimite = 10 = ~ 10° fil ts.
l ( fimite Ema® 7 x 107 x 25 x 1012 AEHES
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o Cohérence : Soient D le diamétre du fil de SPIDERMAN et d = 2a celui de chaque filament ;

Mimite filaments
Sur une section du fil :

D? = Nipied? ~ 10% x 10710 = 102 m? fil de SPIDERMAN
- mmite —

= D~1cm.

Le résultat est bien cohérent avec les fils
produits par SPIDERMAN dans les films.

III.— Produire de la musique avec des fils d’araignée

N

T(a+da,t)

2(z+dx)

e ‘ (z) /<a(:c,t}
Ca /T(m,t)

T $-|de

[J15 —
. 9z\?
o Elément de la corde : ds = +/(dz)? + (dz)? = dzy[1 + ) = dz,
T

dz _d -\
. z z 2
o sinfa(z,t)] = PPl [1 + <6x>

1.

1/2

N% t [( t)]_di_ 14+ % ’ ~
Nax € cos|a(x, _dS_ 81‘ ~

o Le théoréme de la résultante cinétique appliquée & la portion ds, de masse dm = uds et
d’accélération @ (x,t) (le poids étant négligeable) :

2
dmﬁ(w,t) = ?(IB +dzx,t) — ?(%t) = pds (g;) €.
T, (x,
Projection suivant €, ; 0 = T,(x+dx,t) —Ty(z,t) = aa(wt)dx
T
= T,(x,t) est indépendante de =x.
R T?(x,t
OLMwmm?@w:n@@+n@@% = T(x,t) =T,(t) L%;%Q;
. ) 9.2 1/2
T tan[o(z, t)] ~ o, t) il (z,1) (t) +—<8x> ] (t)

La norme T, elle aussi, est indépendante de .

[J 16 — Le théoréme de la résultante cinétique appliquée a la portion ds, de masse dm = pds ~
pdz (le poids étant négligeable) :

pda @ (x,t) = T(x+da,t) — T (z,1)
T (z, 1)

dx.
ox v

N 0?
Projection suivant e, ; pdx (&;) = T.(x+dzx,t)—Ty(x,t) =
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2 2

Soit :
0%z 5 [ 0%z T
<8‘[:2> — C <8x2> =0 avec c= ; (8)

c est la célérité des perturbations latérales (ou transverses) sur la corde.

[J 17 — On pose : z(x,t) = f(x — ct) + g(x + ct).

of\ _ flw—ct) o1 = flz — ct)
Eg;; = —cf(x—ct) <<aax22f>> = f(z - ct) ) (?;g) - <gi€) |
ot ’ ot?
de méme :
(gi) = f(z—ct) <gi§> = fz —ct) 9%
(gj) = cf(e—et) (gg) = 2 —et) ) <8t2>

f et g sont solution de I’équation (8) et la superposition est aussi solution.

0%g
_2 22
c <ax2>.

e Sens physique de f(z,t) : f(z+ cAt,t + At) = f(x —ct) = f(z,t) ;
f(z,t) = f(x — ct) : onde progressive dans le sens des x croissants.
e Sens physique de g(z,t) : g(x — cAt,t + At) = g(x + ct) = g(z,1) ;
g(x,t) = g(x + ct) : onde progressive dans le sens des x décroissants (onde régressive).

La solution générale de I’équation (8) est la somme d’une onde plane progressive dans le sens des
x croissants et d’une onde plane progressive dans le sens des x décroissants, les deux & la méme

) T
vitesse ¢ = 4/ —.
n

[J 18 — Solution harmonique : z(z,t) = AeiWwt=kz) 4 Beilwttkz)

Conditions aux limites : z(x = 0,t) = z(x = {,t) =0 A=-B
(extrémités fizes). =
—2jAsin(kl) =0 = k,l=nmw; neN*

nme . :
wp =ck, = — : quantification de w (modes propres)

14

Solution :
2(x,t) = —2jAe’ sin(kz) ou z(x,t) = 2|Alsin(wt)sin(kz) = H(z) x G(t)

Il s’agit d’une onde stationnaire. L’appellation provient de I'immobilité des neuds (z(xy,t) = 0)
et absence de propagation des ventres (z(x,,t) est extrémum).

1 [T
Dlg—wn=$:2wfn = flzizﬂ L= T =42 f2 =2 x 1072 N.

T.=10N = T < T, : lacorde est dans son régime élastique.
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[1 20 — On admet la solution sous la forme précédente z(z,t) = 2|A| sin(wt) sin(kz) ;
2
gtj = —w?z(x,t)
92 ) 9 5 o Ematk? . . .
— = =k°c® — ——— ; (Larelation de d
92 k*z(z,t) = w c m ; (La relation de dispersion )
otz
@ = ]{42(1‘, t)

N.B. Apparition de dispersion par rapport a la corde sans raideur (sans module d”YOUNG).

) Wn, A . ..
e Eréquences propres f, = o : Avec les mémes conditions aux limites que dans le cas sans
T

module d”YOUNG (sans raideur) ;

nmw n2n2c? n?n? Ena*
kp = 7 = wl = P {1 2 I ] = Wy =2mfp =
D’ou
3.4
nc 9511/2 Era
fn:ﬂ[l_”nB] avec B:W

n2 Exla?
02 AT

nmwce
— |1
Pl

On constate que les fréquences propres de la corde & base de fils d’araignées ne sont plus
multiples d’une fréquence fondamentale (f, # nf1): le son ne peut pas étre harmonique(®.

e Comparaison du fondamental (pour les deuz types de cordes) a T et £ fixés :

Bcl Ecl a4

cl

fl,cl

() Comme le cas des cordes de piano.

le son sera, alors,
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lus aigu pour une corde
[1+B B Eqral P .
frar =1z B“; avec ar _ drrar - q = fiar > fi,a 5 a base des fils d’araignés!
C



