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La loi de Wiedemann-Franz

I.— Détermination expérimentale de la conductivité électrique du cuivre
p 1— Le calibre le mieux adapté pour cette mesure est 500 Ω, car la résolution 1 pour les autres calibres est supérieure

à la valeur mesurée.
La notice indique la précision d’une mesure de la résistance (L : lecture - UR : unité de représentation = dernier digit)
pour un niveau de confiance de 95 % (0, 3%× L + 3× UR). Soit

∆R = 0, 3× 0, 1
100 + 0, 3 = 0, 3 Ω (1)

et donc le résultat de mesure peut s’écrire

R = 0, 1± 0, 3 Ω (2)

Remarquons que l’incertitude sur la mesure est de même ordre de grandeur que la valeur mesurée, la méthode de
mesure dans cas est imprécise !.

p 2— • Montage 1 :
Nous avons U1 = (RA +R)I1, ce qui donne R1 = U1

I1
= RA +R et donc

ε1 = |R1 −R|
R

= RA
R

(3)

• Montage 2 :
Nous avons I2 = U2

RV
+ U2

R
, ce qui donne R2 = RVR

RV +R
et donc

ε2 = |R2 −R|
R

= R

R+RV
(4)

R

εi

ε1

ε2

1

Figure 1 – Allure de ε1 et ε2 en fonction de R.

On constate que :

• pour des valeurs élevées de R de l’ordre de RV : ε1 � ε2

• pour des valeurs faibles de R de l’ordre de RA : ε2 � ε1

1. la résolution est la petite valeur de la résistance que peut afficher le Ohmmètre pour un calibre quelconque
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D’après la question 1, la résistance mesurée est faible 0, 1 Ω, et d’après la notice RA w 800/50 = 16 Ω, le montage
qui sera pertinent est le montage 2.

p 3— On utilise la loi d’Ohm, on obtient

R = U2

I1
A.N R w

0, 3
5 = 6× 10−2 Ω (5)

D’après la loi d’Ohm, la résistance du fil est donnée par R = U/I, avec U la tension mesurée par le voltmètre et I
le courant mesuré par l’ampèremètre, nous pouvons exprimer l’incertitude relative de la mesure de R en estimant les
incertitudes relatives de la mesure de courant et de tension. En effet, L’incertitude relative δR/R est donnée par

δR/R =
√

(δU/U)2 + (δI/I)2 (6)

Estimons maintenant δI/I et δU/U

• δI/I : Le courant est mesuré sur le calibre 10 A, l’incertitude sur la valeur de I est donnée selon la notice par
δI = 1%× L + 3× UR

= 1× 5
100 + 3× 0, 01 = 8× 10−2 A

(7)

soit

δI/I w 2% (8)

• δU/U :
δU = 0, 3%× L + 2× UR

= 0, 3× 0, 3
100 + 2× 2× 10−4 = 11× 10−4 V

(9)

soit

δU/U w 0, 4% (10)

L’incertitude sur la résistance du fil est donc vue que δU/U w 0, 4%� δI/I w 2% est

δR/R w δ w δI/I = 2% (11)

Le résultat de mesure peut s’écrire

R = 0, 060± 0, 001 Ω (12)

En comparant ce résultat avec celui de la première question on se rend compte que cette méthode est plus
précise !

Pour améliorer la précision de cette mesure, il suffira de jouer sur la valeur du courant en l’augmentant, ce qui permet
de réduire l’incertitude relative car c’est elle qui domine.

p 4— La conductivité d’un fil de longueur ` et de section S est reliée à sa résistance par la relation suivante

γ = `

RS
(13)

A.N

γ = 10
6× 10−2× 3× 10−6 w

10
20× 10−8 = 5× 107 Ω−1.m−1 (14)

II.— Détermination expérimentale de la conductivité thermique du cuivre
p 5— Le principe fondamental de la dynamique appliqué à l’électron est

m
d~v

dt
= −e ~E − m

τ
~v (15)

soit

d~v

dt
+ 1
τ
~v = −e

~E

m
(16)
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dont la solution est

~v = ~Ae−t/τ − eτ

m
~E (17)

En régime permanent, l’électron atteint une vitesse limite donné par

~v` = lim
t−→∞

~v(t) = −eτ
m

~E (18)

Au niveau microscopique, la grandeur pertinente permettant de décrire mieux les courants est le vecteur densité
volumique de courant dont l’expression est

~j = ρm~v = −ne~v (19)

avec ρm, la densité volumique des porteurs de charge. Ainsi, en régime permanent ~j devient

~j = ne2τ

m
~E (20)

La loi d’Ohm locale ~j = γ ~E permet d’accéder à l’expression de la conductivité électrique γ. soit

γ = ne2τ

m
(21)

p 6— Faisons le bilan de la quantité de mouvement entre les instants t et t + dt, en distinguent deux cas selon que
l’électron subit ou non un choc entre ces deux instants

• si l’électron ne subit pas le choc entre t et t+ dt alors
~pi(t+ dt) = ~pi(t) + ~fCdt (22)

• si l’électron subit un choc entre t et t+ dt
~pi(t+ dt) = ~pi,0 + ~fCdt (23)

En tenant compte de la probabilité pour que l’électron ne subisse pas de choc entre t et t+ dt, soit
(

1− dt

θ

)
et de

celle pour qu’il en subisse, soit dt
θ
, il vient que

~pi(t+ dt) =
(
~pi,0 + ~fCdt

) dt
θ

+
(
~pi(t) + ~fCdt

)(
1− dt

θ

)
(24)

soit

~pi(t+ dt) = ~pi,0
dt

θ
+ ~pi(t)

(
1− dt

θ

)
+ ~fCdt (25)

p 7—
N∑
i=1

~pi(t+ dt) =
N∑
i=1

~pi,0
dt

θ
+

N∑
i=1

~pi(t)
(

1− dt

θ

)
+N ~fCd (26)

En divisant par N , on obtient

~p(t+ dt) = 1
N

N∑
i=1

~pi,0
dt

θ
+ ~p(t)

(
1− dt

θ

)
+ ~fCdt (27)

〈~p0〉 = 1
N

∑N
i=1 ~pi,0 = ~0, en tenant compte de l’hypothèse d’isotropie de la distribution des vitesses après le choc.

Soit
~p(t+ dt) = ~p(t)

(
1− dt

θ

)
+ ~fCdt (28)

Au premier ordre ~p(t+ dt) = ~p(t) + d ~p(t)
dt

dt, il vient donc

d ~p(t)
dt

+ 1
θ
~p(t) = ~fC (29)

Tout se passe comme si les électrons du fil étaient soumis à une force de frottement −~p/τ , donc θ = τ .

p 8—
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p 9— Considérons le cas où la chute de température est uniforme dans la sens positif de la direction x, le courant
thermique jq se propage dans la même direction. Les électrons arrivant en x proviennent de manière équiprobable
respectivement du côté chaud du métal (ûx) et du côté froid ( direction −ûx)

• Les électrons arrivant en x par les hautes températures auront subi, en moyenne, leur dernière collision au point
x− τv, et posséderont une énergie thermique par électron E [T (x− vτ)]

•
• Les électrons arrivant en x par les basses températures auront subi, en moyenne, leur dernière collision au point
x+ τv, et posséderont une énergie thermique par électron E [T (x+ vτ)]

x

x+ vτx− vτ x

collision du côté chaud collision du côté froid

δQx−vτ δQx+vτ

~S

Figure 2 – Bilan sur une droite de métal situé en x.

La quantité d’énergie δQ qui traverse par conduction thermique une surface S perpendiculaire à (Ox), pendant τ est
δQ = jqSτ = δQx−vτ + δQx+vτ (30)

Ainsi δQx−vτ à l’énergie des élections contenus à l’instant t = 0 dans le volume V = ~v.~Sτ , soit
δQx−vτ = n

2~v.
~SτE [T (x− vτ)] = n

2 vSτE [T (x− vτ)] (31)
De la même manière, on montre que

δQx+vτ = −n2~v.
~SτE [T (x+ vτ)] = −n2 vSτE [T (x+ vτ)] (32)

Soit

δQ = n

2 vSτ
(
E [T (x− vτ)]− E [T (x+ vτ)]

)
= jqSτ (33)

On en déduit que

jq = n

2 v
(
E [T (x− vτ)]− E [T (x+ vτ)]

)
(34)

p 10— Si la variation de température est très faible sur une distance comparable au libre parcours moyen ` = vτ , on
peut développer l’expression précédente au voisinage du x. En effet

E [T (x+ vτ)] w E
[
T (x) + vτ

dT

dx

]
= E (T (x)) + dE

dT
vτ
dT

dx
(35)

de même
E [T (x− vτ)] w E (T (x))− dE

dT
vτ
dT

dx
(36)

Il vient donc
E [T (x− vτ)]− E [T (x+ vτ)] = −2vτ dE

dT
× dT

dx
(37)

Soit

jq = −nv2τ
dE
dT
× dT

dx
(38)

La loi de Fourier est
jq = −λdT

dx
(39)

Par identification, on en déduit l’expression de λ, soit

λ = nv2τ
dE
dT

= nv2τCV (40)

p 11— Dans le cadre du modèle du gaz parfait classique monodimentionnel, nous avons E = 1/2mv2 = 1/2kBT , soit
CV = kB/2 et v2 = kBT/m, on en déduit

λ = τk2
BT

n

2m (41)
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p 12— Nous avons λ = τk2
BT

n

2m et γ = ne2τ

m
, il vient

λ

γT
= 1

2
k2
B

e2 (42)

Dans le cas général de trois dimensions, on obtient

λ

γT
= 3

2
k2
B

e2 (43)

En effet, il suffit de remplacer v par la composante vx et prendre la moyenne sur toutes les directions, sachant que

〈v2
x〉 = 〈v2

y〉 = 〈v2
z〉 = v2

2

jqx = −nv
2

3 τCV
dT

dx
soit ~jq = −λ−−→gradT (44)

Avec λ = −nv
2

3 τCV et v2 = 3kBT
m

et CV = 3
2kB , soit

λ = 3
2
n

m
τk2

BT (45)
On divisant par γT , on obtient l’expression donnée par 43

p 13— Nous avons λ = n
v2
F

3 τCV . En remplaçant CV par son expression, nous obtenons

λ = n

3mπ2τk2
BT (46)

ce qui donne pour le coefficient de Lorentz

κ = λ

γT
= π2

3

(
kB
e

)2
(47)

p 14— • cas classique

κc = 3
2

(
10−23

10−19

)2

= 1, 5× 10−8 W.Ω.K−2 (48)

• cas quantique
• cas classique

κq = 3
(

10−23

10−19

)2

= 3× 10−8 W.Ω.K−2 (49)

On remarque que κq w 2κc

III.— Détermination expérimentale de la conductivité thermique du cuivre
p 15— • Pour déterminer la masse volumique d’un échantillon de cuivre, on mesure la masse de l’échantillon avec

une balance, ensuite, on détermine le volume de l’échantillon en utilisant un récipient par exemple de base carré
ou circulaire, on verse de l’eau dans le récipient jusqu’à une hauteur, puis on introduit l’échantillon en question.
Le volume de l’eau déplacé correspond au volume de l’échantillon.

• La capacité thermique massique du cuivre peut etre déterminée par calorimétrie : Le principe de l’expérience
consiste à mesurer la température obtenue en mettant en contact thermique l’échantillon de cuivre de massemCu,
de température θ1 et une quantité connue d’eau de masse meau à la température θ0, dont la capacité thermique
à pression constante Ceau est connue. On met la quantité d’eau dans le calorimètre, ensuite l’échantillon du
cuivre. Le système Calorimètre+eau+cuivre étant isolé. On montre que

c = (meau + µ)Ceau (θF − θ0)
mCu(θ1−θF )

(50)

θF étant la température finale et µ la masse en eau du calorimètre.

p 16— Raisonnons sur une portion de section S située entre x et x+ dx
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x

x x+ dx

S

~jt(x, t) ~jt(x+ dx, t)

Figure 3 – Bilan énergétique sur une portion de métal situé entre x et x+ dx.

Effectuons un bilan énergétique entre t et t + dt en appliquant le 1er principe de la thermodynamique au système
situé entre x et x+ dx, en faisant les hypothèses suivantes :

• Le milieu est au repos ; il n y’a donc pas de déplacement de matière.
• La capacité thermique massique c, la masse volumique ρ ainsi que la conductivité thermique sont considérés

constantes.
• Le milieu n’est le siège d’aucune réaction chimique ni d’aucun processus produisant ou consommant de la chaleur.

Le premier principe appliqué au système situé entre x et x+ dx d’écrit
dU = U(t+ dt)− U(t) = δQ+ δW (51)

les forces de pression ne travaillent pas puisque le volume est constant. Le transfert thermique recu par le système
s’écrit :

δQ = φt(x, t)dt− φt(x+ dx, t)dt = S (jt(x, t)− jt(x+ dx, t)) dt = −∂jt
∂x

Sdxdt (52)

La température variant à priori dans le temps, l’énergie interne du système varie :

dU =
[
∂U

∂T
× ∂T

∂t

]
dt =

[
cρSdx× ∂T

∂t

]
dt (53)

Le premier principe se réécrit [
cρSdx× ∂T

∂t

]
dt = −∂jt

∂x
Sdxdt (54)

En introduisant la loi de Fourier donnée par ~j = −λ∂T
∂x

ûx. On obtient

∂T

∂t
−D∂

2T

∂x2 = 0 avec D = λ

ρc
(55)

p 17— On réinjecte la solution T (x, t) = f(x)× g(t) dans l’équation déterminée dans la question précédente, il vient

f(x)g′(t) = Df ′′(x)g(t) soit g′(t)
g(t) = D

f ′′(x)
f(x) = C (56)

où la grandeur C est une constante indépendante de x et t puisque les termes de droite et de gauche dépendent de
deux variables différentes. Les deux équations différentielles vérifiées respectivement par f(x) et g(t) sont

D
d2f

dx2 − Cf = 0
dg

dt
− Cg = 0

(57)

Suivant le signe de la constante C, on a des solutions différentes (trigonométriques ou exponentielles) pour la fonction
f(x).
quel que soit le signe de la constante C, la fonction g(t) a la forme suivante

g(t) = HeCt (58)
Si C > 0, g(t) diverge exponentiellement, et si C < 0, g(t) converge vers 0 lorsque t tend vers l’infini. Étant donné que
l’on donne à l’échantillon une quantité de chaleur finie, seule la deuxième possibilité a un sens physique. La constante
C a nécessairement un signe négatif et peut s’écrire : C = −Dk2 = −α. Les deux équations différentielles deviennent

d2f

dx2 + k2f = 0
dg

dt
+ k2Dg = dg

dt
+ αg = 0

(59)

On en déduit la forme générale de la solution pour f(x) et g(t)
f(x) = A cos(kx) +B sin(kx) g(t) = He−αt (60)

soit
T (x, t) = e−αt [u cos(kx) + ω sin(kx)] (61)
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p 18— L’équation de diffusion donnée par 55, est une équation aux dérivées partielles, elle est donc linéaire et admet
un principe de superposition. De leur part les conditions aux limites, imposent une quantification de la grandeur k, et
donc de α d’où la forme de la solution qu’il faut chercher

T (x, t) =
∞∑
n=0

exp(−αnt) [un cos(knx) + ωn sin(knx)] (62)

p 19— Les deux faces de la plaque étant isolées thermiquement, le flux thermique en x = 0 et x = L est nul. Or, on a
~jth = −λ∂T (x, t)

∂x
ûx = −λg(t)f ′(x)ûx Avec f ′(x) = −kA sin(kx) +Bk cos(kx) (63)

Ainsi, en x = 0, nous avons
0 = Bk =⇒ B = 0 (64)

en x = L, nous avons
0 = −kA sin(kL) =⇒ kL = nπ avec n entier (65)

Il vient donc que ωn = 0, puisqu’il est proportionnel à B.
La grandeur k est quantifiée et ses valeurs possibles sont données par

kn = n
π

L
(66)

et les valeurs possibles de α sont

αn = Dk2
n = D

n2π2

L2 (67)

La solution devient

T (x, t) =
∞∑
n=0

un exp(−αnt) cos(knx) (68)

p 20— La condition initiale, donne

T (x, 0) =
∞∑
n=0

un cos(nπ
L
x) (69)

Cette expression constitue la décomposition en série de Fourier d’une fonction, paire, 2L-périodique, dont les harmo-
niques sont données par les coefficients un. Ces coefficients sont donnés par

un≥1 = 1
L

ˆ 2L

0
T (x, 0) cos(nπ

L
x)dx = 2

L

ˆ L

0
T (x, 0) cos(nπ

L
x)dx (70)

et

u0 = 1
2L

ˆ 2L

0
T (x, 0)dx = 1

L

ˆ L

0
T (x, 0)dx (71)

soit

un≥1 = 2
L

ˆ δ

0

ΓL
δ

cos(nπ
L
x)dx = 2Γ

δ

L

nπ
sin(nπ

L
δ) = 2Γ

sin(nπ
L
δ)

nπ

L
δ

(72)

et

u0 = 1
L

ˆ δ

0

ΓL
δ
dx = Γ (73)

d’où

T (x, t) = Γ

1 + 2
∞∑
n=1

sin(nπ
L
δ)

nπ

L
δ

exp(−αnt) cos(knx)

 (74)

p 21— En x = L, nous avons

T (L, t) = Γ

1 + 2
∞∑
n=1

sin(nπ
L
δ)

nπ

L
δ

exp(−αnt) cos(nπ)

 (75)

ainsi cos(nπ) = (−1)n et sin(nπ δ
L

) w nπ
δ

L
au voisinage de 0, vu que δ � L, il vient donc

T (L, t) w Γ
[

1 + 2
∞∑
n=1

(−1)n exp(−αnt)
]
w Γζ(t) Avec ζ(t) =

[
1 + 2

∞∑
n=1

(−1)n exp(−αnt)
]

(76)
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p 22— Pour des temps longs, on peut ne considérer que le premier terme de la série infinie :

T (L, t) w Γ [1− 2 exp(−α1t)] (77)

donc
ζ(t) w 1− 2 exp(−α1t) (78)

ζ(t1/2) = 1
2 = 1− 2 exp(−α1t1/2) (79)

Ce qui donne

t1/2 = ln(4)
α1

(80)

p 23— On a
α1 = D

π2

L2 = λ

ρc

π2

L2 = ln(4)
t1/2

(81)

il vient
λ = ρcL2

π2
ln(4)
t1/2

(82)

À partir du graphe de la figure 2 de l’énoncé, on estime la valeur de t1/2 w 12 ms et donc
λ w 430 W.K−1.m−1 (83)

p 24— Les valeurs obtenues sont compatibles avec La loi Wiedemann-Franz. En effet
λ

γT
= 430

300× 5× 107 w 3× 108W.Ω.K−2 w κc (84)

Page 8 / 8


