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FAISCEAUX GAUSSIENS ET PINCES OPTIQUES

I Propagation et décomposition en ondes planes d’un champ électrique

1. L’équation ’HELMHOLTZ portant sur E(x, z) est
OPE(z,2)  0*E(x,z)  w?
= 9 = 9y 7E 0
o2 T 022 c? Elz,z) =

On a d’apres I’équation (3) du formulaire

+oo o
E(z,z2) :/ E(a,2) exp(iaac);l—ﬂ

—0o0
En insérant cette derniére équation dans 1’équation de propagation d’ HELMHOLTZ, on obtient
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82 +oo d 82 +oo d 2 +oo d
92 l/ E(a,z) exp(zax) a 822 E(a, z) exp(i(m)i —1—% - E(a, z) exp(iax) Qi
soit . -

e ~ d T 92E d too do
/_OO —a’E(a, 2) exp(iaa:)zf:—i—/_oo a(;’z)exp(iaw) 23—1—% N E(a,z) exp(zow)2 =0 (4)
soit
oo g ~ PE
/_OO ;exp(iam)l—aQE(a,z)—ka(;’z) %E’( )] =0
En vertu de la propriété, donnée par 1’équation (4) du formulaire, on en déduit finalement :
~ O’E 2
| azﬂ(a, z) + 8(:;72) + %E(a, 2)=0
soi1t
O°E ~ 2
#—i—fﬁ(a,z) =0 avec ~°= L:—2—a2
w2 w2
2. 7y estréel si — — a? > 0,s0ita? < =, 1’ equatlon devient
c
82—(047 Z) 2 11
T + E(CM, Z) =0

La solution générale de cette équation, s’écrit immédiatement

E(a, z) = A(a) exp(ivz) + B(a) exp(—iyz)

Avec A(«) et B(«) des constantes qu’on détermine en utilisant des conditions aux limites.

2
w . w . o . . .
Dans le cas ou — — 7?2 < 0, soit 42 > —5» Y est imaginaire et la solution de l’equatlonest
c — — -

ez w

E(a,z) = A(a)exp(—02) + B(a)exp(dz) avec d=1{/a?— —

®

(10)
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Nous avons pour |a| > 2 A(a) =0et
c

+w/e

E(x,z,t) = exp(—iwt) / A(a) exp [i(ax + v2)] ;l—: (11)
—w/c

Sous cette forme, il apparait clairement que le champ électrique E(x, z,t) s’écrit sous la forme d’une super-
position d’ondes planes dont les vecteurs d’ondes ont pour composantes (c, 0, ) dans la base (€, E’y, €.),
soit

k=a€,+7¢€. (12)
et qui satisfont a la relation de dispersion
2
w
o+ == (13)
c
A(a) étant les amplitudes des ondes plane.
Ona
E(a,2) = A(w) exp(ivz) (14)
La détermination de A(«) se fait en écrivant simplement 1’expression du champ dans le plan z = 0
+w/c d
E(x,0) = / A(a) exp [iax] o (15)
—w/e 2
w
soit, puisque |a| > —, A(a) =0
¢ +o0 dov
E(x,z=0) = A(a) exp [iax] — (16)
o 27

et selon I’équation (3) du formulaire, on en déduit

+o0o
Ala) = E(z,z =0)exp|[—iaz]dx (17)

—00

Etude de la limitation transversale d’un faisceau lumineux

L’approximation de I’optique géométrique est valable lorsque la longueur d’onde est trés faible devant les
dimensions caractéristiques du systeme. Le critere quantitatif permettant de se placer dans le cadre de cette
approximation est :

AWy (18)

Wy ~ 1 pm, correspond au méme ordre de grandeur que A = 0,6 pm, I’approximation de 1’optique géomé-
trique n’est pas applicable dans cette situation. Le phénomene physique qui peut étre mis en évidence est la
diffraction.

On a, en tenant compte de la largeur de I’ouverture

Ala) = fjvvlzo/; E(x,z =0)exp[—iax]dz

= _J“VV[Z)O/; Epexp [—iax] dzx

o2 (19)
Ey [ax] 2Ey . (WO )
=——|€ = —s8in|—u«

2
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10.

Ce qui peut s’écrire en introduisant le sinus cardinal défini par sinc(x) = sin(z)
z
W
A(a) = EgWsine (7°a> (20)

A()

27
Wo

JAN o

A\
SAVERVE

FIGURE 1 — Représentation graphique de A(«)

Le vecteur d’onde d’une onde élémentaire est donné par
k=a¥€,+~€. (21)

« L'extremum de A(w), est obtenue pour v = 0, soit A(0) = EgW et k = ~&, ¢’est-a-dire dans la
direction de 1’onde incidente ;

* Les annulations de A(«), sont obtenues pour
Wo

5 o= km avec ne€Z* (22)
soit
2nm
= — 23
@ = (23)
Pour la premiere annulation, on a n = 1, soit
2
= __ 24
“= W (24)
Ainsi, on a
2
sin@zf:% et k:% (25)
ce qui donne, apres identification et simplification
A
inf = — 26
sin Wa (26)

Une lentille mince convergente permet de converger les rayons paralleles entre en un point dans le plan focal
image.
Ce que I’on observe dans le plan focal image d’une lentille convergente est une figure de diffraction, c’est-a-dire
une alternance de franges brillantes et sombres.

tanf = — v sinf = — 27
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soit

Az = —f (28)

Lalargeur 2Ax est inversement proportionnelle a la largeur Wy de I’ouverture. Plus la largeur W de I’ ouverture
augmente, moins est la largeur de la tache centrale.
AN

2 x 600.106

2
AT = 2 —
= f = Tox100

% 200.1072 = 24 mm (29)

III Source Laser et faisceau gaussien

11.
12.
* 2K 2R,
22
W(z) =Wo |1+ 55 =Wy (30)
“R
* 2 > zp, hous avons
22 z
W(z):Wo 1+—22WO — 3D
2R ZR

FIGURE 2 — Tracé du W (z)

L’angle de divergence du faisceau laser, peut se mesurer par le comportement asymptotique du rayon W (z)
lorsque z > zp. Ainsi, on a

W(z) = Wo— (32)
%R
La pente associé est donnée par
Wo A
tanf ~ 0= — = —— 33
an ZR ™ Wo ( )
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13.

FIGURE 3 — Propriété d’un faisceau laser gaussien. L’angle 6 caractérise la divergence du faisceau

A partir de I’expression § = ———, on voit que 0 caractérise la diffraction du faisceau laser, comme la diffraction
Wo

par une pupille de largeur a, la dispersion angulaire de la lumiere est donnée par 6 ~ —.
a

Ip(z,2) =Cl°E,.E} (34)
soit
— 92
IL(JL‘,Z) = Cte |K(z)|2exp ( 2.(rz>> (35)
Ainsi, on a
1 Wi
2 _ 2 _ 2 VYo
|K(z)|" = 4AnE; — = 2E;, Wiz) (36)
2mq| 1+ ()
ZR
soit
Wo —22
I = Cl2E3 = 37
L(x7z) OW(Z) exXp <W2(2)> (37
soit encore
— 92 W,
I (z,z) = Ip(z) exp (WQ—?;)> avec Ip(z) = CtGQE(%W(Z) (38)

Ce qui justifie bien que dans un plan ol z = Cste, on a un profil gaussien pour I’intensité I7..
Dans le plan z = 0, nous avons

Ey
Kz=0))=— et W(z=0) =W, 39
il vient
eEg —2x2
Ip(z,2) =C — eXP ( w2 ) (40)

soit encore

(41)
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FIGURE 4 — Profil gaussien de I’intensité transverse dans le plan z = 0

14.
IV  Moment dipolaire d’un atome et d’une assemblée d’atomes

IV.A Modele d’atome : I’électron élastiquement lié
Pour déterminer I’expression de la force ressentie par 1’électron, on détermine tout d’abord, le champ
électrique crée par la sphére de charge e, en un point M repéré par son vecteur position OM = 7,. La densité
3e
(42)

15.
volumique de charge qu’on pourra considérer uniforme est donnée par
4
e=p pgmhy  soit p IR

Les considérons de symétrie et d’invariance, nous permettent de déterminer la direction et la variable dont il
(43)

dépend le champ, soit
E= E(re)é, avec e, = Te
Te
Finalement, le théoréme de Gauss, nous permet d’avoir 1’expression du champ en un point a I'intérieur de la
sphere. En effet,
# #.ag — On (44)
S €0
4
E(re)dnr? = ﬁﬂrre (45)
€0 3
Soit
— p
_ 46
(7o) = . (46)
La force électrique ressentie par 1’électron est
2
- = —e
by =—ek = —T 47
el € ( 6) 47TR8€() ( )
d’ou
- . e2
Fel = —kelre avec kel = m (48)
(49)

e

soit, en introduisant la pulsation wy
= 2= —

I = —mewgTe avec wp = ————

1/4W£0R8me
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

IV.B Etablissement du moment dipolaire de ’atome

La longueur d’onde du rayonnement électromagnétique incident (de I’ordre de 0, 5 um dans le visible) est
trés supérieure au diametre de 1’atome (de 1’ordre de 0, 1 m). Le champ électromagnétique de I’onde incidente

apparait couramment uniforme a I’échelle de 1’atome.

L’électron et le noyau ont pratiquement la méme charge, mais ce dernier est plus massif :

my & 2000m,

ce qui justifie que I’effet de 1’onde est plus marqué pour 1’électron que pour le noyau.

(50)

Puisque le mouvement de I’électron est non relativiste v, < c et le champ magnétique B est de ’ordre de

E
—, il apparait que le seul a tenir en compte est ’effet du champ électrique. En effet,
c

|[Fo| _ 7 A B e
=T — = ~—K1
Rl
On applique le principe fondamental a 1’électron
d°r, . dr, N
| me—dt’; = —mewir, —mel dte —eFE
soit
d2fe+FdEE+ 9 e
Wi, = ——
dt> a T me
En régime sinusoidal forcé 7°, (t) = 7', o exp(—iwt), I'équation différentielle précédente devient
[ 2_ 2 _ —fx
T, [wo w zwf} = meE
ce qui donne
. —GEO .
r, = exp(—iwt
¢ me [wE — w? — Wl p( )

soit

—

—eEo
me [wg — w? — iwl]

7 (t) = fe,o exp(—iwt) avec fe,o =

Ainsi, I’expression du moment dipolaire de 1’atome s’en déduit

97
- (& EO
dat(t) = )

Me (W8 — w? — wI exp(~iwt)

IV.C Moment dipolaire d’une sphere diélectrique et indice optique

Le vecteur polarisation, représente la densité volumique du moment dipolaire. Soit

_ dd(7, t -
B(r.p) = 4D _ g,

(D

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

ou d est le vecteur moment dipolaire du volume de matiere, dr étant le volume élémentaire. Nous avons donc

Ne2E(7)

) .
= - 1HE
wd — w? — iwl fo(n JE(T)

E(F) - me[

(59)
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On en déduit

Ne?
2
=1 60
" + gome [w3 — w? — iwI (60)
22. Dans le domaine optique w € [2 x 10,5 x 10%] rad.s~!, I'indice dépend peu de la pulsation. En effet,
nous avons
Wo= ——— AN wp=4,48 x 1010 rad.s~! 61)

1/ 47r50R8me

Ainsi w? > w? et w? > wT, nous pouvons prendre comme expression approchée dans le domaine considéré
pour I’indice

N 2
n?a 14— (62)
E0MeWy
23.
e2E(7)
d = —ef, =
at(F) €re Me [w2 — w2 = zwl"] 63)
- < By - £
T ome (Wi — w? — iwl] =0 3e
- . P
P =co(n® ~1) [Eo(ﬁ - :] (64)
360
Il vient apres calcul
B3 -1z (65)
=" 24p2 O
24,
l—j_N4 3P»_47TNE()(TLQ—].)CL3E» (66)
ST ST T o 0
V Principe d’une pince optique
V.A Forces optiques subies par la bille
V.A.a Force radiative de diffusion
25. L’énergie diffusée par la bille pendant dt est
473 eng
d€ = Pdt = 5 2 D2t (67)
Ainsi, nous avons d€ = dN Ey, = dN hw, il vient
¢ 473 eng
== t
AN b 3h e )\ — bO (68)

Page 8 /



Mines-Ponts 2019-Filiere MP

26. On a pp, = hk et dp' = dNpph = BEdt, la force de diffusion est donnée par
w
. dp .
=2 _ Ek _ g (69)
dt w c

Fy est de mémes sens et direction que le faisceau Laser. Cette force repousse la bille dans le sens de propagation
de la lumiere.

V.A.b Force de gradient

27. La force de Lorentz instantanée est donnée par
0
F 47 A B(7y,t) 4+ qE(7, 1) dr- A B(F_,t) — qE(7_,1t)
= T T — T_,t) — T_
Lor It +> q +> q dt ) q ) (70)

. dDy - .
= qE(, 1)+~ A B(_.1) = gE(7_. 1)

= = S
et puisque —qE(7_,t) + qE(70,t) = (Db.grad) E, il vient

= L= Dy,
Flo = (Db.grad) E+=2AB 1)
dt
. N 1— /> . .
28. D’apres I’identité vectorielle, nous avons (E .graa) E= 3 grad (E2> —EA (QE) et tenant compte de
. 9B = 3
I’équation de Maxwell-Faraday rotE = o et Dy = AFE, il vient
| Flo = §graé (E ) +AEN S+ AN B (72)
Soit
. A ) 9 /=
Fior = Sera (E ) + Az (E A B) (73)
29. OnaE = Eoei(E'F_Wt) et B = égei(E'F_”t). Les grandeurs réelles associées sont respectivement E =
Eo cos (wt - EF) et B = Eo cos ( t—k F). Ainsi,
EANB = _‘0 A Bo cos? (wt —k F) et — (E A é) = Eo A Bo sin [2 (fé.F— wt)} (74)
d’ou
8 — - —
<a (£ A B) >T:o (75)

La force de gradient s’obtient donc

Fg - <ﬁL°r>T - gm (<E2>T> (76)

V.B Piégeage d’une bille diélectrique

30. ¢ La force de diffusion : 5
_ 4
Fy =MPg AT F sopes
Cc ¢ 3 80)\ (77)
_ 473 g o I

T Beg M e
0 0

—
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En remplagant A par son expression, on obtient

= 128 mn2a® (m?2 — 1 2
Fi=—2""s Ié 78
d 3 e\ <m2 +2 % (78)

* La force de gradient :

AR (79)

ﬁg = grad (1) (80)

31. Les conditions permettant de piéger la bille de facon stable sont :

« La force de gradient doit dominer celle de diffusion || F, gl > 1 Fyll;
* n > ng, sinon les déviations des rayons changent de sens ; la stabilité latérale est détruite ;

* Bien choisir le solvant, afin de calibrer le picge optique et limiter les fluctuations latérales de la bille, qui
sont une manifestation du mouvement aléatoire (mouvement brownien) de la bille dii aux collisions avec
les molécules du solvant.

32.
A W§
33. °OnaVng—e‘[zR:7r 9 soit
7r A
A
zr2— AN 2 =191 nm (81)
7r
* La longueur sur laquelle I’intensité est significative autour du point focal est 22y ;
* Sur des distances d’ordes de zg tels que
T ~ZR, Y~ZR Z~2ZR (82)
nous avons oI oI Al
0
— = 83
ox oy wg' " (83)
. aWg ..
et puisque 2z = N il vient
ol 4[0 A ZR 4]0
— s = = 84
0z WE T zg Wg °R 4
d’ou les forces de gradient sont de memes ordres de grandeurs sur les trois axes (Ox), (Oy) et (Oz).
34. * L’intensité Iy est donnée par
P P TP
Ih=5c=—5=-—5 AN Ij=35x10"W.cm > 85
=T mmET N 0=3, cm (85)
. - 5; d’ol, il est possible de piéger la bille.
d
35.
7 27Ta3n3m2—1{81_,+61_,+61_,]
= —€y+ —€,+ —e
g c m2+4+20x " oy Y ox~ %6
41y 2maPnsm? — 1| _ S uE A2 (86)
== T€ €y + —52€
Wg e mrae TV T gt
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36.

37.

2

Comme, pour les distances considérés ™ 1, il vient donc en posant ¥ = x€, + y€, + z€.
0

41y 2waPngs m? — 1

F, = —ki avec k= 7 Rr——— (87)
d’ou la force de gradient ﬁg peut étre considérée comme une force élastique de constante de raideur k.
Nous avons F; = C¢aS et F, = Cteq3.
¢ Pour ¢ = 100 nm, nous avons

Fy=0,2pN e F,=1pN (88)

* Pour @ = 200 nm, une régle de 3 permet d’en déduire
Fd:(%)6x0,2:12,8pN et F :(%)3x1:8pN (89)

m? —

* Nous avons F; = C*r? et F, = C'r avec r = SRt En procédant de la méme maniére que précé-

demment, on aura pour une bille de polystyréne de rayon a = 100 nm

0,14\? 0,14
Fi=|—"—) x0,2=9,8pN et F,=—"—x1=TpN
‘ (0,02> I 0,02 2
* Pour pouvoir piéger la bille diélectrique, il faut que
d<< A\
d étant la taille de la bille.
La force de gradient selon (Ox) est

Fy = —kze,

L’énergie potentielle (I’énergie de piégeage ) associée, s’écrit en choisissant I’origine en x = 0
k
E, = 51:2
Le théoreme d’équipartition de I’énergie s’écrit
ko E o 1
On en déduit
kT
Ty = % AN o,=1,4pum

(90)

oD

92)

(93)

(94)

(95)

A partir de cette équation, nous comprenons que plus la raideur & de la piege est élevée, donc moins la bille

bouge.
oz 2 14a, la distribution gaussienne est plus large, le piégeage n’est pas satisfait.
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